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在 上 世纪 九 十 年 代 之 前 ，Brown 运 功 以 及 基于 Brown 运动 的 随机 微分 方程 理论 
在 随机 分 析 中 占据 了 重要 地 位 ， 并 广泛 的 应 用 到 金融 、 随 机 网 络 等 领域 . 但 是 随 着 研 
究 的 深入 ， 发 现在 金融 市 场 上 出 现 了 诸如 股票 价格 的 波动 遵循 “有 偏 随机 游 走 ”、 收 
益 率 呈 “ 尖 峰 厚 尾 ”的 分 布 等 分 形 现象 ， 而 分 数 Brown 运动 的 自 相 似 性 与 长 期 记忆 性 
恰好 能 予 上 述 现象 以 合理 解释 . 因此 ， 关 于 分 数 Brown 运动 的 数学 理论 成 为 研究 分 
形 市 场 的 重要 工具 . 

本 文 的 主要 工作 : 首先 对 一 类 特殊 Hurst 指数 的 分 数 随机 微分 方程 及 分 数 型 It6 
公式 进行 了 改进 与 推广 ， 其次， 推导 出 Hurst HAH € (1/3,1/2) RI H € (1/5 ,Y/(n -1)) 
时 ， 相 应 的 分 数 线性 随机 微分 方程 的 一 般 解 ， 最后， 证 明了 Hurst 指数 He (1/3,1/2) 
时 , 分 数 随机 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 . 这 些 成 果 进 一 步 完 善 了 分 数 随机 微分 方程 的 
理论 . 

本 文 主要 分 为 五 章 : 第 一 章 阐述 了 问题 的 研究 背景 与 意义 ， 国 内 外 在 该 领域 的 
研究 概况 以 及 本 文 的 主要 内 容 和 架构 . 第 二 章 首先 给 出 了 预备 知识 ， 然 后 介绍 分 数 
Brown 运动 及 分 数 阶 积分 , 最 后 对 一 类 特殊 Hurst 指数 的 分 数 随机 微分 方程 和 分 数 型 
tô 公式 作 以 改进 与 推广 ， 得 到 更 为 一 般 化 的 分 数 随机 微分 方程 . 第 三 章 分 别 推导 出 
了 Hurst 442 H. € (1/3,1/2) IH. e(1/n,1/(n—1)) EF, AEST ee TE BE 2 FER 
一 般 解 . 第 四 章 利用 Picard 逐步 逼近 的 方法 证 明了 一 类 特殊 Hurst 指数 的 分 数 随机 微 
分 方程 解 的 存在 唯一 性 定理 , 并 对 方程 的 近似 解 进行 了 误差 估计 . 第 五 章 对 全 文 内 容 
及 创新 点 予以 总 结 ， 并 提出 了 论文 的 下 一 步 研究 工作 . 
















































































































































































关键 词 : 分 数 Brown 运动 分 数 阶 Maruyama 表示 随机 微分 方程 
Picard ii 解 的 存在 唯一 性 
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Abstract 


Before the 1990s, Brownian motion and the theory of SDE based on it occupied an 
important position in the stochastic analysis, and they were widely applied to the fields 
such as finance, random networks, and so on. However, with the further research, many 
scholars find some phenomena in financial markets such as the fluctuation of stock price 
follows a " biased random walk" process and the rate of return has "decile-shaped fat tail" 
distribution, which can be only exactly reasonable explained by the self-similarity and 
long-term memory of fractional Brownian motion (FBM). So, the mathematical theory of 
the fractional Brownian motion is an important tool to study the fractal market. 

The main work: The first is to improve and the existing fractional stochastic 
differential equations (FSDE) and fractional Itó formulas; Second, we give the general 


solutions of the corresponding linear FSDE with Hurst exponent H e (1/3,1/2) and 
H € (1/n.Y/(n -1)) respectively; Finally, the proof of existence and uniqueness for 


solutions of FSDE based on the fractional Maruyama notations with Hurst index 


He (1/ 3,1/ 2) is given. These results can go further to improve the theory of FSDE. 


This thesis is divided into five chapters. Chapter one describes the backgrounds and 
significance of this question, the domestic and international research profiles in this area, 
the main content and architecture of this paper. In the second chapter, we first give the 
preparatory knowledge, introduce FBM, fractional integral and FSDE, then improve and 
promote the existing FSDE and the fractional Itó formulas to the new ones. Chapter three 
deduces the general solution of the corresponding linear FSDE with Hurst exponent 
H e(1/3,1/2) and He (1/n,1/(n-1)) respectively. In the fourth chapter, we use the 


Picard successive approximation method to prove the existence and uniqueness of 
solutions of FSDE with Hurst index H €(1/3,1/2). Then, make an error estimate on the 
approximate solution. In the last chapter, we summarize the full-text content and 
innovations and put forward the next research work. 

Key words: Fractional Brownian motion Maruyama notation of fractional order 
Stochastic differential equations Picard approximation Existence and uniqueness of 


solutions 
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作为 本 文 的 开篇 之 章 ， 本 章节 主要 是 对 该 课题 的 研究 作 以 综合 概述 和 分 析 ， 本 
章 首 先 介绍 了 课题 的 研究 背景 与 意义 ， 然 后 概述 了 课题 的 国内 外 研究 概况 ， 最 后 给 
出 了 本 文 的 主要 研究 内 容 与 架构 . 





1.1 研究 背景 与 意义 











微分 方程 是 人 们 刻 划 客观 事物 发 展 和 变化 的 重要 数学 工具 ， 也 是 一 种 表达 自然 
规律 的 自然 的 数学 语言 . 微分 方程 基本 大 致 分 为 两 大 类 : 确定 性 微分 方程 ( 常 微分 方 
程 、 偏 微分 方程 以 及 泛 函 微分 方程 ) 与 随机 性 微分 方程 . 对 于 确定 性 微分 方程 的 研究 
已 经 取得 了 丰硕 的 成 果 ， 其 基本 理论 也 在 不 断 趋 于 完善 ， 并 且 在 数学 建 模 中 得 以 广 
泛 的 应 用 . 然而 在 复杂 的 实际 环境 中 , 事物 的 发 展 和 变化 会 受到 很 多 的 干扰 因素 或 不 
确定 因素 的 影响 ,这 使 得 确定 性 微分 方程 不 能 很 好 地 用 于 实际 问题 的 研究 . 因此 , 在 
1951 年 日 本 数学 家 It6 出 版 了 具有 划时代 意义 的 著作 《On Stochastic Differential 
Equations》， 他 提出 了 数学 中 微分 方程 领域 的 一 个 新 分 支 一 “随机 微分 方程 ”(SDE) 

dX, = u(t, X at + o(t, X, dW, 















































































































































其 中 ，W 是 标准 Brown 运动 . 

随机 微分 方程 是 介 于 概率 论 与 微分 方程 之 间 的 交叉 学 科 ， 是 两 个 数学 分 支 互相 
渗透 的 结果 . 经 过 诸多 学 者 几 十 年 的 研究 , 随机 微分 方程 理论 的 研究 也 取得 了 很 大 的 
进展 ， 人 们 对 于 周围 自然 界 中 无 处 不 在 的 随机 现象 也 有 了 深刻 的 理解 ， 并 不 断 地 将 
随机 微分 方程 应 用 到 数学 以 及 其 他 领域 . 

在 金融 市 场 上 ， 目 前 关于 证 券 价 格 波动 规律 的 研究 中 最 具有 影响 力 的 当 属 基于 
Brown 运动 的 有 效 市 场 假 说 理论 (efficient market hypothesis，EMHJ 以 及 基于 分 数 
Brown 运动 和 非 线性 动力 学 基础 的 分 形 市 场 假说 理论 . 在 上 世纪 90 年 代 之 前 ， 期 权 
定价 的 许多 理论 主要 是 在 EMH 框架 下 研究 的 ， 如 Fisher Black 和 Myron Scholes" 42 
出 的 Black-Scholes 期 权 定价 公式 ,其 中 标的 资产 的 价格 就 是 满足 随机 微分 方程 的 . 但 
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是 随 着 金融 
如 1990 年 Turner 与 We 





市 场 的 不 断 壮大 ,很 多 研究 者 分 析 发 现 EMH 并 不 
对 证 券 市 场 的 股票 价格 收益 率 统计 研究 发 现 ， 其 分 布 并 





igel? 





不 是 呈现 为 正 态 分 布 ， 而 是 呈 
价格 的 波动 并 不 是 随机 游 走 ， 
忆 性 . 这 些 现象 都 无 法 用 有 效 市 场 理 
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要 性 质 使 其 成 为 研究 分 形 市 场 











的 意义 . 
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在 随机 微分 方程 的 
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基础 并 且 非 常 重 


TH 


























的 课题 . 它 是 随机 分 析 的 到 
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LE 论 成 为 近年 来 众多 学 者 关注 和 研究 的 











全 适用 于 金融 市 场 . 





“尖峰 厚 尾 ” 的 分 布 ， 另外 ， 戴 国 强 等 中 研究 指出 股票 


不 同 的 时 期 具有 长 期 记 


解释 ， 而 分 数 Brown 运动 所 具有 的 
日 似 性 和 长 期 记忆 性 等 特征 恰好 与 这 些 现象 相 吻 合 . 于 是 ，1994 4E, Peters peH 
的 基于 分 数 Brown 运动 的 分 形 市 场 假 说 怕 
分 数 Brown 运动 的 许多 
. 因此 ， 建 立 基于 分 数 Brown 运动 的 随机 微分 方程 (分 数 随机 微分 方程 ， FSDE) 
对 于 研究 分 形 市 场 下 的 期 权 定价 具有 十 分 习 
LE 论 研 究 中 ， 随 机 微分 方程 初 值 解 的 存在 唯一 性 是 一 个 
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理论 的 重要 数学 理论 工 
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问题 的 研究 也 有 者 习 
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EX. 基于 此 ， 本 文 的 主要 工作 就 是 研究 分 数 随机 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 . 接 下 


来 ， 对 该 课题 国内 外 的 研究 概况 做 整体 性 的 了 解 . 





1.2 随机 微分 方程 解 的 研究 概况 


随机 微分 方程 的 解 与 





解 有 强 解 和 弱 解 之 分 ， 
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差别 ) 和 分 布 唯一 《 即 方程 的 所 有 解 具 有 相同 的 分 布 ) . 
首先 ， 介 绍 下 Brown 运动 与 随机 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 的 研究 概况 . 


1.2.1 Brown 运动 与 SDE 解 的 存在 唯一 性 




















Brown 运动 是 一 种 表现 为 无 规则 运动 的 随机 游 走 现象 ， 它 是 昌 








微分 方程 CODE) 的 解 不 同 之 处 在 于 : 随机 微分 方程 的 
而 且 解 的 唯一 性 又 分 为 指 轨道 唯一 《 即 方程 的 解 随 机 等 价 无 

















英国 著名 植物 学 











家 Robert Brown TÆ 1828 年 首次 发 现 的 ， 之 后 引起 了 很 多 学 者 的 研究 . Brown 运动 





的 应 用 到 随即 环境 中 . H 





昌 于 具有 连续 的 轨道 性 、 
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T ERA TE s fn VELA RE 
H Brown 运动 驱动 的 随机 微分 方程 是 上 














出 的 ， 它 的 引入 更 加 凸显 了 Brown 运动 的 型 

















LE 论 性 和 实用 性 ， 





FAT 


性 等 特征 ， 所 以 被 广泛 
日 本 数学 家 It6 首先 提 
进一步 完善 了 随机 分 析 
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理论 . 
有 了 方程 的 引入 ， 必 然 首先 关注 的 是 其 解 的 问题 ， 而 研究 解 的 首要 问题 就 是 解 
的 存在 性 和 唯一 性 ， 然 后 尝试 着 能 否 求 得 解 以 及 探索 解 的 有 关 性 质 . 关于 由 Brown 运 
动 驱动 的 随机 微分 方程 解 的 存在 性 和 唯一 性 已 经 有 很 多 学 者 给 予 了 证 明 ， 如 
Arnold"!, Bernt Oksendal', Gard "都 给 出 了 解 的 存在 唯一 性 的 充分 条 件 ，Yeh 在 [8] 
中 发 展 了 由 单个 Brown 运 动 所 驱动 的 SDE 的 理论 , 他 首次 给 出 了 在 系数 仅 为 连续 性 的 
情况 下 方程 弱 解 的 存在 性 ， 以 及 在 弱 解 存在 和 轨道 唯一 性 的 条 件 下 SDE 强 解 的 存在 
唯一 性 证 明 ;， 曹 桂 兰 外 定义 了 关于 无 穷 个 一 维 Brown 的 随机 积分 ， 并 在 非 Lipschitz 条 
件 下 证 明了 方程 解 的 存在 唯一 性 等 . 

接 下 来 , 对 分 数 Brown 运 动 与 分 数 随 机 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 等 研究 成 果 作 以 
归纳 . 








































































































1.2.2 分 数 Brown 运动 与 FSDE 解 的 存在 唯一 性 


分 数 Brown 运动 最 早 是 由 Kolmogorov tt HRN, EAA Brown 运动 所 不 具 
有 的 自 相 似 性 和 长 期 记忆 性 等 特征 ， 而 这 些 特 征 恰 好 与 自然 现象 以 及 社会 现象 的 内 
在 特性 相 吻 合 . 所 以 ， 分 数 Brown 运动 以 及 由 分 数 Brown 运动 张 动 的 随机 微分 方程 
在 金融 、 水 文 、 信 息 以 及 随机 网 络 等 领域 都 得 到 了 广泛 的 应 用 . 

关于 分 数 随机 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 的 证 明 ， 其 实质 就 是 将 其 转化 成 与 之 等 
价 的 同 解 积 分 方程 , 然后 证 明 该 积分 方程 解 的 存在 唯一 性 即 可 , 所 以 关于 分 数 Brown 
的 随机 积分 形式 的 选择 也 变 得 尤为 重要 . 自从 引进 分 数 Brown 运 功 后 ， 最 常用 的 分 
数 Brown 运动 是 具有 Liouville 形式 的 ， 即 












































B! =f (t-s) dW, He(01.a-H-1/2 
其 中 ，W 是 标准 的 Brown 运动 . “4 Hurst JS% H =1/2IN, BY 即 为 标准 的 Brown 35 
5J] W, ; ~4 Hurs #220 H +1/20f, 2), Brown 运动 B” BEAN AE Markov 过 程 ， 也 不 是 半 
BO, JA mg a f] Tto 型 随机 积分 已 不 再 适用 . 因此 , 不 能 再 使 用 基于 Brown 运动 的 
SDE 理论 来 分 析 分 数 随机 微分 方程 ， 这 时 需要 定义 新 的 积分 ， 并 讨论 在 新 积分 下 分 
数 随机 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 . 在 近 十 几 年 来 ， 关 于 分 数 Brown 运动 的 积分 也 
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很 多 学 者 给 出 了 定义 和 应 用 ， 通 第 使 用 最 多 的 积分 形式 为 路 径 积分 和 Wick 积分 . 
关于 研究 的 分 数 随机 微分 方程 的 形式 ， 到 目前 为 止 ， 通 常 有 以 下 两 种 形式 : 
dX, = u(t, X,)dt - dB/' 























dX, = u(t, X,)dt * o (t, X, )dB/" 

Hep. BY 表示 Hurst 指数 为 及 (0 « H <1) 的 分 数 Brown 运动 . 对 于 上 述 第 一 个 方程 ， 
其 解 的 存在 唯一 性 等 理论 已 经 有 了 很 大 的 研究 成 果 , 可 参考 文献 [11][12][13]. 而 对 于 
第 二 个 方程 ， 其 研究 成 果 相对 较 少 . 根据 关于 分 数 Brown 运动 的 积分 定义 的 不 同 ， 
其 相应 分 数 随 机 微分 方程 的 理论 分 析 也 授 异 . 当 Hurst 指数 五 =1/2 时 ， 其 积分 即 是 
通常 的 It6 随机 积分 ， 该 方程 为 通常 的 随机 微分 方程 ， 其 解 的 存在 唯一 性 已 经 在 上 一 
节 了 予以 分 析 ; 当 Hurst 指数 1/2 < H <1 时 ,其 解 的 存在 唯一 性 也 得 到 了 诸多 学 者 的 研 
究 ， 如 B. Boufoussi" ^ft D. Nualart | 等 人 ， 利 用 路 径 积 分 分 别 证 明了 一 维和 多 维 分 
数 随机 微分 方程 强 解 的 存在 唯一 性 . 但 是 至 于 Hurst 指数 0< 五 <1/2 的 情形 , 关于 其 
解 的 存在 唯一 性 的 研究 相对 其 少 , 这 是 因为 当 Hurst 指数 0< <1/2 时 , 分 数 Brown 
运动 具有 反 持久 效应 ， 相 比 于 Brown 运动 ， 分 数 Brown 运动 波动 得 更 剧烈 ， 而 且 随 
着 Hurst 指数 五 越 趋 近 于 0 其 波动 越剧 烈 ， 这 使 得 关于 分 数 Brown 运动 的 积分 变 得 
更 加 复杂 , 从 而 相应 方程 的 解 也 变 得 扑朔迷离 . 其 中 ,LL.Coutin 在 文献 [16] 中 使 用 p 次 
变 差 和 Lyons [17] 中 的 极限 定理 ， 建 立 了 分 数 随 机 微分 方程 解 的 存在 性 . 









































































































































1.3 本 文 的 主要 研究 内 容 及 架构 


到 目前 为 上 上， 研究 分 数 随机 微分 方程 的 学 者 绝 大 所 数 都 是 止步 于 以 上 通用 形式 
的 分 数 随机 微分 方程 . 与 前 人 的 工作 相 比 ,本文 的 主要 特点 在 于 : 首先 根据 属于 不 同 
[X [8] 1/n « H «V (n—1), aa=3,4… 的 Hurst 指 数 瓦 ,通过 Taylor 展 式 对 一 类 特殊 Hurst 
指数 的 分 数 随机 微分 方程 以 及 分 数 型 It6 公式 进行 改进 与 推广 . 然后 ， 分 别 给 出 了 
Hurst 1828 H e (1/3,1/2) MH e (1/n,M(n -1)) iF, FAAP Bee VE BELLA 2 FE — 
般 解 . 最 后 ， 本 文采 用 Guy Jumarie 提出 的 一 种 新 的 积分 ， 给 出 了 当 Hurst 指数 
H e(1/3,1/2) ,基于 分 数 阶 Maruyama 表示 的 分 数 随机 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 定理 ， 
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并 对 方程 的 近似 解 和 真实 解 进 行 了 误差 估计 . 这 些 研究 结论 具有 一 定 的 创新 性 , 丰富 
了 分 数 随机 微分 方程 的 基本 理论 . 

本 文 内 容 主要 由 以 下 五 部 分 构成 . 

第 一 章 : 绪论 . 阐述 了 问题 的 研究 背景 与 意义 , 国内 外 在 该 领域 的 研究 概况 以 及 
本 文 的 主要 研究 内 容 及 架构 . 

第 二 章 : 分 数 随机 微分 方程 的 基本 理论 . 首先 ， 预备 知识 部 分 ， 主要 是 一 些 基 本 
概念 、 预 备 定理 以 及 重要 不 等 式 等 ， 其 次 ， 分 数 Brown 运动 的 定义 与 性 质 ， 再 次 ， 
关于 分 数 Brown 运动 的 随机 积分 ， 主 要 是 在 以 往 关 于 分 数 Brown 运动 的 随机 积分 的 
理论 基础 上 ， 综 合 叙 述 了 分 数 阶 导数 、 关 于 (dr) 的 积分 以 及 分 数 阶 Maruyama 表示 
等 ， 最 后 ， 对 一 类 特殊 Hurst 指数 的 分 数 随机 微分 方程 以 及 分 数 型 It6 公式 作 以 改进 
和 推广 ， 发 展 了 一 类 特殊 Hurst 指数 的 分 数 随机 微分 方程 . 

第 三 章 : 分 数 线性 随机 微分 方程 的 一 般 解 . 首先 ,对 分 数 线性 随机 微分 方程 解 的 
研究 状况 进行 了 论述 ; 然后 ， 推 导出 了 Hurst 指数 有 He(1/3,1/2) 时 ,分数线 性 随机 微 
分 方程 的 一 般 解 ， 最 后 ， 将 分 数 线性 随机 微分 方程 的 一 般 解 进一步 推广 到 了 Hurst 
指数 He (1/n A (n - 1)) 的 情形 . 

第 四 章 : 分 数 随机 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 . 首先 ， 对 基于 分 数 阶 Maruyama 表 
示 的 分 数 随机 微分 方程 作 以 简单 介绍 ; 紧 接 着 ， 界 定 了 分 数 随机 微分 方程 解 的 基本 
概念 ; 然后 , 在 通常 的 一 致 Lipschitz 条 件 、 线 性 增长 条 件 以 及 有 界 条 件 下 , 利用 Picard 
逐步 逼近 的 方法 ,给 出 了 Hurst TECH. € (1/3,1/2) 时 ， 基 于 分 数 阶 Maruyama 表示 的 ， 
且 满 足 初 值 条 件 X, =Z(w) 的 分 数 随机 微分 方程 

dX, = u(t, X,)dt o (t)dB (tH) y (t, X,)dB,(,2H). telo.T] 
解 的 存在 唯一 性 定理 及 其 证 明 ， 最 后 ， 对 分 数 随机 微分 方程 的 近似 解 与 真实 解 进行 
了 误差 估计 . 

第 五 章 : 总 结 与 展望 . 对 全 文 内 容 及 创新 点 进行 总 结 ， 并 提出 了 论文 的 下 一 步 改 

进 方向 . 
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2 分 数 随机 微分 方程 的 基本 理论 

















鉴于 分 数 Brown 在 随机 分 析 理 论 和 实践 运用 中 起 到 的 如 此 重要 作用 ， 本 章 将 对 
分 数 Brown 运动 的 有 关 理 论 做 一 般 定性 的 介绍 . 本 章节 主要 包括 以 下 四 部 分 内 容 : 
2.1 节 给 出 了 相关 的 一 些 的 预备 知识 ; 2.2 节 介绍 了 分 数 Brown 运动 的 定义 及 其 性 质 ; 
2.3 节 首 先 对 关于 分 数 Brown 运动 的 随机 积分 做 了 介绍 , 然后 给 出 分 数 阶 导数 和 积分 
的 有 关 知 识 ， 以 及 分 数 阶 Maruyama 表示 ; 2.4 节 对 一 类 特殊 Hurst 指数 的 分 数 随 机 
微分 方程 以 及 分 数 型 I6 公式 行 了 改进 与 推广 ,拓宽 了 分 数 随机 微分 方程 的 研究 领域 
























































2.1 预备 知识 

















本 节 内 容 主 要 概述 了 随机 分 析 的 一 些 基本 概念 、 符 号 说 明 ， 以 及 文章 后 续 工作 
中 所 需 的 预备 定理 和 重要 不 等 式 等 


2.1.1 基本 概念 及 符号 说 明 















































以 下 所 述 的 基本 概念 和 符号 说 明 等 ， 主 要 源 于 参考 文献 [18][19][20]， 本 文 将 继 
续 沿用 这 些 概念 和 符号 表示 . 
定义 “2.1.1 在 概率 空间 (9 天,P) 上 ， 设 { 石 :re 恨 ,} 是 .三 的 一 族 子 代数 ， 如 果 


























它 随 1 增 大 而 递增 ， 即 若 8<! 则 有 .五 GE. 万 ， 则 称 { 万 :7e 耻 ,为 概率 空间 (QQ 和,P) 上 
的 一 个 代数 流 ， 简 记 为 { 万 /或 万 . 

直观 意义 上 讲 ， 在 金融 市 场 上 ， 可 将 :万 理解 为 到 时 间 t 为 止 所 有 可 能 利用 的 信 
县 集合 ， 这 种 信息 会 随时 间 的 推进 而 逐步 展开 ， 因 此 ， 石 自然 随 : 的 增 大 而 扩大 . 


定义 上 2.1.2 ”任意 一 族 随 机 变量 {X,,fs7]} 称 为 以 了 为 参数 集 的 随机 过 程 . 对 每 个 固 





















































定 的 OeQ，X,=X(b5oO) 作 为 关于 te7 的 函数 ， 称 X, 为 该 随机 过 程 的 样本 轨道 . 对 
任意 两 个 随机 变量 X EY, hie PioeO,X(v)zY(o)-0. NENEA 


的 . 
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定义 082.1.3 ” 若 对 任意 的 随机 过 程 (X.teT], ^ E -o(X,t2seT)teT, WAR 








[A eT) Nit x, 生成 的 c 代数 流 . BML X, eA THA, P e(X,)) c. E. 


(e. £* oF) dt x AF ME. 

















在 随机 过 程 理 论 研 究 中 , 随机 变量 的 收敛 性 是 一 个 很 重要 的 知识 点 . 下 面 将 以 随 
机 变量 序列 {X,,ne NL) 为 例 给 出 各 种 收 和 敛 的 概念 以 及 它们 之 间 的 关系 . 


定义 05P02.1.4 设 {X,,neN,} 为 随机 变量 序列 ， 




















(1) 若 存 在 rv. 和 = 和 (wo)， 使 得 
P(loeQ,X, (o)  X(v)| -1; 
WARIX,.ne N, 几乎 必然 收敛 〈 或 以 概率 DESC) T X, iA: X, X, as. 
(2) 若 存 在 r.v.X = 和 X(w)， 使 得 对 任意 的 E>0， 都 有 
limP(|x,(o)-X(ojl>s)j=0， 
WAR (X,.n e N,} 依 概率 收敛 (或 随机 收 化 ) FX, iA: X, X. 


(3) ik[X,n21] c I" (p21), 4&rv.X-X(o)eLD^, RF 


tjs 


WAR (X, ne N,] p RREI A p RKP) FX, AX, —— X. 4 p-2 


limE[|X, - X 


n—»o0 





X, — >X oe X -limX, © X, X,ms. 
(4) XE rv. X =X (o), 3 F, (x) e F(x) 2-30. X, fe X OPA BH, HOR 
在 F(-) 的 所 有 连续 点 x 处 ， 都 有 
lim F, (x)= F (x); 


lA LF, (x)} AT F(x), 4&(X, ne N | RAAT X. TA: X, X. 
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以 上 四 种 随机 收敛 性 之 间 的 关系 如 下 图 所 示 : 





| Cf A RRR | RAAT 
p WESA 


为 了 研究 的 简洁 、 方 便 ， 本 文 使 用 了 一 些 约定 符号 ， 有 具体 符号 说 明 如 下 . 
符号 说 明 P9 






































P (QR): Ha port, ME E |X (A| |< o 的 及 值 的 随机 变量 区 (1 的 全 体 ， 简 























i D ; 


£r ([0,T], R): ERIE [|X (A) de< eo, a.s. 的 可 测 且 :万 适应 的 及 值 随机 过 程 





























(X (0):te[0,7]) WA: 


























M([0,7].R): RAL E| (pe Qo ar |< co t z ([0,7],R) 中 的 随机 过 各 
(X (0):te [0,7] 的 全 体 . 


2.1.2 预备 定理 及 重要 不 等 式 





























本 文 在 证 明 分 数 随机 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 定理 时 ， 经 常会 使 用 到 一 些 引 理 
和 重要 不 等 式 等 ， 下 面 对 其 略 加 介绍 
3|38?'2.1,5 (Borel-Cantelli's 引 理 ) 



































(1) 车 {4,} 为 一 无 穷 事件 序 列 ，4 e E FLY P(A, )<o, Jt] 


k=l 
P( limsup A, )=0. (233) 
即 存在 某 集合 Qe 太 ， 满 足 P(Q)=1 及 正 整数 k=k,(w)， 使 得 对 几乎 所 有 的 


@E€QO,, Hk>k,H, AA og A. 
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D 若 {A, } 为 一 独立 事件 序列 ， 人 4 e FHL P(A) ooo. N 


a 
P( limsup A, )=1. 

即 存在 菜 集合 Qu, e 7 , HR P(Q,)=1, 使 得 对 几乎 所 有 的 we 9,， 存 在 子 列 { AS, 

使 得 属于 每 一 个 A . 


BERS 
(i) Holder 不 等 式 
若 函数 f(x) 与 g(x) 为 区 间 [a,5b| 上 的 非 负 连续 函数 ， 则 有 





l/q 


[reo [Gas Tess pen Don eaa 


Gi) 范 数 三 角 不 等 式 
设 X, 了 < 已 (9, 及 ) ，| -DD 为 空间 上 的 2 范 数 ， 则 有 则 有 |X +l <x |], 12 























(iii) Chebyshev's 不 等 式 
Plo:|x (e) > e} < s"E |X (oj | ， 其 中 e>0,p>0,X(w)eL. (2.1.4) 
Civ) Gronwall 不 等 式 


设 天 为 非 负 常 数 ， 函 数 Fo) 与 g(x) 为 区 间 [a,b] 上 的 非 负 连续 实 函 数 ， 且 对 
所 有 的 xe[a,b] 都 有 不 等 式 














f(x)< K+| f(s)g(s)as 
成 立 ， 则 有 





FG) < Kexp(|' g(s)as), x € [a,b]. (2.1.5) 


2.2 分 数 Brown 运动 的 定义 与 性 质 





R 


(EST 284) 3 Brown 运动 的 定义 及 其 有 关 性 质 之 前 ， 首 先 回 顾 一 下 Brown 运动 的 
定义 与 性 质 . 
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2.2.1 Brown 运动 的 定义 与 性 质 





1828 年 ， 英 国 著名 植物 学 家 Robert Brown 用 显微镜 观察 到 液体 中 悬浮 的 花粉 颗 
粒 永 不 停 且 地 做 无 规则 的 运动 ， 但 在 当时 他 并 没有 给 予 解释 此 现象 ， 后 来 随 着 对 该 
现象 的 深入 研究 ， 人 们 把 这 种 运动 称 之 为 Brown 运动 . 直到 1905 年 ， 伟 大 的 物理 学 
家 Albert Einstein 用 物理 学 中 的 分 子 动力 学 原理 以 数学 的 方式 描述 了 Brown 运动 , 从 
而 解释 了 这 个 现象 . 1923 4p, Wiener 构造 了 Brown 运动 的 数学 模型 ， 并 且 给 出 了 
它 的 精确 数学 定义 . 
定义 ”2.2.1 设 {B=B(1,@),1>0,weQ) 为 定义 于 概率 空间 (Q, 大 ,P) 上 的 随机 过 

















































































































程 ， 如 果 它 满足 以 下 人 条件 : 

G) B=0; 

Gi) B, 具 有 平稳 的 独立 增 量 ; 

Gii HERA t> 0, B, 服 从 均值 为 0, 方差 为 o21 的 正 态 分 布 , 即 B,~N (0,0°t), 
其 中 ，o 为 非 负 常数 
则 称 此 过 程 为 Brown 运动 (或 Wiener 过 程 ). 当 o?=1 时 , 称 之 为 标准 Brown 运动 ， 














记 为 W. 
通过 以 上 定义 ， 可 以 不 加 证 明 地 得 到 Brown 运动 具有 以 下 与 定义 等 价 的 性 质 . 
HERR UD 22 





Brown 运动 及 是 具有 以 下 性 质 的 随机 过 程 ; 

C1) 轨道 的 连续 性 

对 儿 乎 所 有 的 we 9 ， 马 是 关于 ! 的 连续 函数 ， 且 已 [B.B]= ca min(s,t). 
(2) 增 量 的 正 态 性 

车 0<s<t， 则 增 量 BB, 是 服从 均值 为 0， 方 差 为 oa?(1 一 s) 的 正 态 分 布 ， 即 


B, - B, ~ N (0,0? (t s)). 





























G) 增 量 的 独立 性 
HOS t) «t «t, «c «t, «t, neN , WHE B, -BB 一 B,,…,B, 2B, 是 相互 
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独立 的 . 

Brown 运动 的 引入 ， 使 得 人 们 对 客观 事物 的 意识 从 确定 性 环境 转移 到 随机 性 环 
境 中 ， 并 且 人 们 开始 不 断 地 将 Brown 运动 作为 很 重要 的 数学 模型 广泛 的 应 用 到 随机 
环境 中 去 ,以 解决 实际 问题 . 但 是 , 随 着 对 Brown 运动 研究 的 深入 发 现 ,在 使 用 Brown 
运动 作为 主要 数学 模型 所 得 到 的 结论 与 实际 问题 不 相符 . 譬如 说 , 在 证 券 市 场 上 据 统 
计 研 究 发 现 : 股票 价格 收益 率 是 呈 “ 人 尖峰 厚 尾 ”的 分 布 ， 而 不 是 呈现 为 正 态 分 布 ; 
股票 价格 的 波动 是 “有 偏 的 随机 游 走 ” 而 并 不 是 Brown 运动 的 随机 游 走 . 因此 ， 用 
分 数 Brown 运动 取代 Brown 运动 来 研究 随机 问题 也 就 势 在 必 行 . 基于 以 上 Brown 运 
动 的 定义 与 性 质 ， 接 下 来 给 出 分 数 Brown 运动 的 定义 与 性 质 . 






















































































2.2.2 分 数 Brown 运动 的 定义 与 性 质 





4y 9t Brown 运动 最 早 是 由 Kolmogorov 在 文章 [24] 中 首次 提出 的 ,之 后 Mandelbrot 
和 Van Ness 一 直 从 事 于 该 方向 的 研究 . 1968 年 ，Mandelbrot 给 出 了 分 数 Brown 运动 
的 如 下 数学 定义 . 
定义 12.2.3 RAH €(0,1), Hurst 48279 H 43 4188 Brown 运动 (fractional 








Brownian motion, 简称 FBM Æ X SUELE zz IA] (Q, Z, P) 4$ — ^ i 2; 83 PSE Gauss 
过 程 {1B =B, (t,o), 1>0,weQ)， 且 满足 以 下 条 件 : 

(1) 对 几乎 所 有 的 weQ，B” 是 关于 1 以 概率 1 连续 的 ， 且 BY =0， 对 所 有 的 
t20, 有 E|B” |=0. 

(2) 协 方 差 函 数 


Cov(s,t) = R(s,t) = E| BBE | = H po ts” -(t-s)'"); s,t 20. 








HF, Hurst 826 H E HARZ H. E. Hurst EKRE EE AK AE H R 
计 分 析 中 提出 来 的 ， 在 接 下 来 分 数 Brown 运动 的 性 质 中 将 对 其 讨论 . 

关于 分 数 Brown 运动 的 具体 形式 ， 之 前 也 有 很 多 学 者 致力 于 研究 ， 但 其 中 最 为 
大 家 所 认同 的 是 Mandelbrot 在 1968 年 中 给 出 的 分 数 Brown 运动 的 表达 式 ， 即 将 其 
表示 成 基于 标准 Brown 运动 的 随机 积分 形式 ， 有 具体 如 下 : 
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a = a [2t w] 


T(H «1/2 


Ap, r(ne12)- x Ped, z-[[G-s) -sy Jaw, w 是 标准 








Brown 运动 . 由 于 分 数 Brown 运动 B” 的 长 期 记忆 性 主要 体现 在 IKG -s) ^ dW, E, 


所 以 Nualart27 建 议 将 分 数 Brown 运动 表示 成 Riemann-Liouville 形式 的 ， 即 





H 1 


ee r(H m 


sy 1/2 


dW, O«Hc«l. 





接 下 来 ， 本 文 不 加 证 明 的 给 出 分 数 Brown 运动 的 性 质 ， 其 证 明 过 程 在 很 多 参考 





文献 中 可 以 找到 . 
性 质 ”2.2.4 
WBF J Hurst 指数 及 e(0,1) 的 分 数 Brown 运动 ， 则 其 具有 以 下 性 








质 : 


(i) NE BÀ -BY - N(o(r-5)" ), O<s<r, Bit BY — BP 是 服从 均值 为 0， 











方差 为 (1-s)* 的 正太 分布 


























Gi) I% Brown 运动 BY 具有 平稳 的 增 量 ， 即 对 任意 的 1,s,u,v,ae 民 ,， 有 











El(B” -8°)(B ~ BY) |= E| (Br, Bi (Brus - Bia) |; 
Gii) 分 数 Brown 323) BY HA HAHADA (self-similarity) 
(iac) 

















(BL (o). t20,06Q} = {a"B" (o), t20,0eQj, Va 0. 


HOMER H e(0,1). a>0, BIEBUSERI (B7 (o), 20} 3 (o B" (o), > 0} 有 具有 相同 


的 概率 分 布 . 
Civ) 相关 性 与 Hurst JEA H WEA 

















假定 从 过 去 某 时 刻 -t 到 0 的 过 去 增 量 为 By — B^. M0 到 的 未 来 其 

















HH By =0 得 ， 过 去 增 量 (-B”) 和 未 来 增 量 BJ 之 间 的 相关 函数 记 为 ; 














首 量 
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X Co(-B*a") _ E|(-B" -E(-B"))(B” -£(2))| 
RE lore 
IE PEE 
2p 

由 此 可 见 ， 当 Hurst 82 H —1/2 15], ACR Ait ZAR A RB OBI) 
过 去 增 量 不 影响 未 来 增 量 的 变化 ， 说 明 此 随机 过 程 增 量 是 一 个 相互 独立 的 随机 过 程 . 
此 时 的 分 数 Brown 运动 BY 即 为 标准 的 Brown 382J] W, ， 其 路 径 表现 为 随机 游 走 . 
当 Hurst 指数 态 1/2 时 ， 增 量 之 间 不 是 相互 独立 的 ， 即 为 分 数 Brown 运动 . 分 

数 Brown 运动 具有 长 期 记忆 性 ， 而 本 质 上 体现 该 特性 的 是 Hutst 指数 五 的 大 小 . 
当 Hurst 指数 1/2< 互 <1 时 ， 过 去 增 量 和 未 来 增 量 之 间 的 关系 是 正 相 关 的 ， 称 之 
为 持久 效应 (persistent)， 即 过 去 的 增长 意味 着 未 来 可 能 将 保持 这 种 增长 趋势 ， 反 之 ， 
过 去 的 减少 就 平均 意义 而 言 ， 意 味 着 未 来 将 继续 减少 . IEE, ME H EET 1, A 

持久 效应 愈 强烈 ， 随 着 也 愈 趋 近 于 1/2， 持 久 效应 愈 减弱 ， 并 不 断 表现 为 随机 性 . 


4 p(n)- E[B' (B*, -B*)]. MAT p(n)>0, HY Ioln} = 





sour 






































































































































“4 Hurst 指数 0< 万 <1/2 时 , 过 去 增 量 和 未 来 增 量 之 间 的 关系 是 负 相 关 的 , 称 之 
为 反 持 久 效 应 (antipersistent)， 即 过 去 的 持续 增长 意味 着 未 来 将 很 大 可 能 性 地 出 现 减 
少 趋 势 ， 反 之 ， 过 去 的 持续 减少 就 平均 而 言 ， 意 味 着 未 来 将 很 大 程度 上 出 现 增长 趋 


























势 、 并 且 这 种 反 持久 效应 会 随 着 万 僵 趋 近 于 0, 全 强烈 , 即 有 p(n)<0, 且 >|p(n<% 








正 是 由 于 在 这 种 过 程 中 存在 着 太 多 的 频繁 反 转 , AE 0 < H «1/218. 分 数 Brown 
运动 的 波动 得 相 比 于 Brown 运动 的 波动 变 得 更 加 剧烈 . 

因为 分 数 Brown 运动 所 具有 的 自 相 似 性 和 长 期 记忆 性 等 特征 与 许多 Brown 运动 
所 无 法 予以 解释 的 自然 现象 以 及 社会 现象 的 内 在 特性 相 吻 合 ， 所 以 分 数 Brown 运动 
在 金融 、 水文、 信息 以 及 随机 网 络 等 领域 都 得 到 了 广泛 的 应 用 . 为 了 能 够 更 好 的 研究 
关于 分 数 Brown 运动 的 微 积 分 理论 ， 以 及 由 此 而 形成 的 基于 分 数 Brown 运动 的 随机 
改 分 方程 及 其 解 的 理论 ， 因 此 ， 有 必要 首先 要 建立 关于 分 数 Brown 运动 的 随机 积分 . 
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2.3 关于 分 数 Brown 运动 的 随机 积 


在 本 节 中 ， 首 先 对 关于 分 数 Brown 运动 的 各 种 积分 加 以 简单 介绍 ， 然 后 给 出 分 
BU SUR ORT (dr) 的 积分 的 有 关 知 识 ， 最 后 给 出 分 数 阶 的 Maruyama 表示 . 








2.3.1 关于 分 数 Brown 运动 的 积分 简介 

当 Hurst $E% H — 1/2], B” 即 为 Brown 323) B(t), WF B(1) 的 随机 积分 即 
为 通常 的 Itó 积分 ， 该 积分 在 随机 分 析 中 占有 重要 的 地 位 ， 并 广泛 的 应 用 于 各 个 随机 
领域 . 当 Hurst JE H 1/28], HFA% Brown 运动 BY 既 不 是 Markov 过 程 ， 也 不 
EPRA, WAN BE ERO KE EFM Brown 运动 的 积分 ， 并 且 It6 随机 
积分 的 某 些 性 质 也 不 再 适合 关于 分 数 Brown 运动 的 积分 . 因此 ， 在 接 下 来 分 析 分 数 
随机 微分 方程 时 不 能 再 使 用 基于 Brown 运动 的 SDE 理论 ， 而 是 需要 寻求 关于 分 数 
Brown 运动 的 新 的 积分 定义 ， 并 在 新 积分 下 讨论 分 数 随机 微分 方程 解 的 有 关 理 论 . 

在 近 十 几 年 来 ， 关 于 分 数 Brown 运动 的 积分 也 有 很 多 学 者 给 出 了 定义 和 应 用 ， 
通常 包括 以 下 两 种 积分 形式 : 

Gi) 路 径 积分 



































































































































W.Dai"" fil Decreusefond' "等 发 展 了 路 径 积分 ， 定 义 其 形式 记 为 I: ó(t, )dB/ . 





WAR (too) 为 左 连 右 极 函 数 ， 则 该 积分 可 以 用 Riemann 和 来 得 到 如 下 定义 : 





设 区 间 [0,7] RUA A 02 1, « t, «t, 2T» WAL St Tt s k-L2, NN. 4 
(2.3.1) 式 右 端 所 示 的 Riemann 和 在 均 方 意义 下 极限 存在 时 ， 则 称 关 于 分 数 Brown 
运动 的 随机 积分 存在 ， 并 记 为 


人 gpo)aB2 = lim Yet. )( BF - B7 ). (2.3312 


|At, [o c 





需要 指出 的 是 该 定义 下 的 积分 是 在 固定 的 “路 笃 ”we Q POET INRA, 因此， 
该 积分 一 般 称 为 路 径 积分 . 然而 ,与 关于 Brown 运动 的 It6 随机 积分 不 同 的 是 ， 路 径 





























积分 的 均值 不 为 零 ， 即 E| ['ø(s)aB! | +0. mH, Rogers?" Cheridito 62 已 证 明了 基 
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于 路 径 积 分 的 金融 市 场 数学 模型 中 是 存在 套利 机 会 的 ， 因 此 ， 路 径 积分 不 再 适用 于 
金融 市 场 . 


Gi) Wick 积分 


Wick fH 分 形式 为 | 8(1,8)5B”， 它 是 定义 为 如 下 Riemann 和 形式 的 : 





[, 9(t.0) 6B" = lim meta) )o(B! - B") 


At, 








Hop, 07g Wick 乘积 . Wick 积分 与 路 径 积分 的 不 同 之 处 在 于 定义 中 使 用 Wick 乘积 
来 取代 了 普通 的 乘积 





Yao Zhong Hu 和 B. Øksendal 在 [33] 中 分 析 了 Hurst JR H » 1/ 2 I AY Wick 积分 ， 
Christian BenderP^ 814) %E 44 4) Hurst 指数 0< 瑟 <1. 该 积分 具有 关于 Brown 的 Itó 





随机 积分 诸多 性 质 . 例如 ，Wick BUMS, I E[ o(r,o)5B" |-0. 并 且 ， 





























2003 年 Elliott 和 Vander HeekP?!, Hu, YE 证 明了 基于 Wick 积分 的 金融 市 场 上 的 分 
数 Black-Scholes 模型 是 无 套利 的 . 因此 ， 随 后 Wick 积分 便 得 以 广泛 的 应 用 ,尤其 是 
在 金融 数学 领域 . 另 一 种 与 Wick 积 分 基本 等 价 的 方法 是 通过 Mallivani 计算 来 定义 关 
于 分 数 Brown 运动 的 积分 为 发 散 算 子 , E. Alòs 和 D. Nualart 在 文章 [36] 和 [37] 中 分 别 
讨论 了 Hurst 指数 1/2< 石 <1 和 0< <1/2 两 种 情形 的 积分 . 但 是 由 于 Wick 乘积 或 
Mallivani 计算 在 金融 市 场 中 很 难 找到 实际 对 应 物 予 以 合理 解释 ， 所 以 ， 之 后 很 多 学 
者 对 该 定义 的 积分 也 提出 质疑 ， 并 继续 努力 寻找 更 较为 合理 的 分 数 随机 积分 的 定 》 
形式 . 

2005 4E, Guy Jumarier 提出 了 有 具有 分 数 阶 Riemann-Liouville 导数 形式 的 分 数 阶 
Maruyama 表示 ,并 用 它 来 近似 于 分 数 Brown 运动 . PE, 关于 分 数 Brown 运动 的 随 
机 积分 就 转化 成 为 关于 分 数 阶 导数 的 积分 . 本 文 将 在 第 四 章 中 将 使 用 该 积分 ， 研 究 
Hurst 指数 1/3 < 五 <1/12 时 相应 的 分 数 随机 微分 方程 的 解 的 存在 唯一 性 . 以 下 即 为 该 
部 分 内 容 的 介绍 
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2.3.2 分 数 阶 导 数 及 关于 (dt)j* 的 积 























该 部 分 主要 是 对 分 数 阶 导数 的 定义 以 及 结论 做 一 定 的 介绍 ， 以 下 定义 及 引 理 主 
要 引 自 参考 文献 [38][39][40][41]. 
XX 531 i f:RoORxo f(x), Aa 阶 的 分 数 导数 定义 为 如 下 形 






































X c 为 负 分 数 时 ， 记 为 





当 a 为 正 分 数 时 ， 记 为 
D? f (x) = f? (x) - [ren n-l«a«n, neN,. 
XEX 75,32. 4 Eh» 0, E Ue EE FW (h): FW (h).f (x): f (xh) X f (x) 
的 w(0<w<1) 阶 分 数 差分 表示 为 : 





根据 上 述 定义 ， 则 有 以 下 结论 成 立 . 
引 理 ”2.3.3 下面 等 式 成 立 ， 








下 面 即 为 分 数 阶 Taylor 展 式 . 
5|38 75.3.4. GRA fR >R, x> f(x) A ka(0« a «1) MAR R MAPA 


Taylor KAA 


























其 中 6079 (x) X. f (x) 4 ka 阶 导数 . 














Th, 40<a<ih, f(x+h)~ f(x)+ 











T(l+a) 
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2 [18/5 3.5 假设 f (x) 有 具有 a 阶 的 分 数 导 数 ， 则 有 下 面 等 式 成 立 


FOG) olim A LO) — p, ig P 02. 0<a<l. X232) 
TE (2.3.2) sth, aT f(x) 4G), fe). heer. 











(ay "Pm (asy 








所 有 ， 可 以 得 到 ad“f 与 df 之 间 的 一 个 重要 的 关系 式 : 


d*f=T(l+a)f,  0«a«l. 

















这 样 ， 综 合 以 上 结论 就 可 以 得 到 关于 分 数 阶 (dt) 导数 的 积分 定义 如 下 : 


定义 12.3.6 HK f A [0,7] > RYE SAC. x(t) 4E [0,7] La (0<a<1) 阶 连续 














A fer =O, MHA dx(r) - f(t)(at)”, x(0) o x, BZLH 


x(t)—x(0)=[ f(2)(dr) =af (t-r) f(r)dr, 0<a<l. (233) 





SE: 当 f(r)=1 时 , WA f (dr) =t, 0«a«1. (2.3.4) 
2.3.3 分 数 Brown 运动 增 量 的 Maruyama 表示 
假设 w(t) 是 均值 为 0， 方差 为 常数 o? 的 Gauss 白 噪声 ， 记 与 其 相伴 的 Brown 运 
动 为 B(1). 众所周知 ，Brown 运动 B(1) 是 具有 连续 的 路 符 ， 但 是 处 处 不 可 微 . 然而 ， 
由 于 w(t) 的 协 方差 函数 是 B(1) 协 方差 函数 的 导数 , 所 以 人 们 往往 都 将 w(t) 视 为 B(7) 




















AY FRO, JEIUTE dB(t) - o(r)at , HLE||ab(r) |- ^d. "pie. MAR AD EI, 











t El a(o] |- E olaf |= o (ary + ooa. PEA TR. F oT 











fe3X FERIA HEC, Maruyama 引进 了 一 种 表示 《该 表示 在 工程 数学 中 非常 有 实用 价值 )， 
it dB(r) - e(t) (dt) ,这 样 ， E| aB (of | -c?dt. 接 下 来 的 任务 就 是 如 何 使 用 该 表示 




















来 定义 当 Hurst JEA H z 1/2 E84) X Brown 运动 . 





2.3.7 3E BP 是 Hurst 指数 为 及, HHA Riemann-Liouville 分 数 导 数 形式 的 分 
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žk Brown 运动 . 由 Maruyama 表示 dB(1)=w(1)(dt) ”， 可 以 推广 到 分 数 Brown 运动 
$3454) 8 H (0« H «1) fr Maruyama 表示 : dB(t,H)=o(t)(dt)’,  0<H<1. 
其 中 ，w(1) 是 一 个 均值 为 0， 方差 为 o 的 Gauss GRP. 

这 样 由 (2.3.3) shay, B(t,H) 具有 以 下 表达 式 


B(t,H)=f o(s)(ds) =H f (ts) o(s)as. 











B(t,H) 的 期 望 和 方差 分 别 为 ，E|B(i,8)|=0，Var|B(1,H)|=oY”. 今后 采用 
B(t,H) Kis, REAR B2 


2.4 一 类 特殊 的 FSDE 及 其 分 数 型 It6 公式 





本 节 首 先 根据 属于 不 同 区 间 (1/n,1/(n-1)), n=3,4,… 的 Hurst FE% H , 2A 
Taylor 展开 对 一 类 特殊 Hurst 指数 下 的 分 数 随机 微分 方程 进行 改进 与 推广 ,并 且 这 种 
改进 使 得 分 数 随机 微分 方程 理论 更 加 一 般 化 、 完 整 化 ; 然后 对 分 数 型 It6 公式 进行 了 
推广 . 

2.4.1 一 类 特殊 的 分 数 随机 微分 方程 

到 目前 为 上 上 ， 研 究 分 数 随机 微分 方程 的 学 者 绝 大 所 数 都 是 停留 在 以 下 通用 形式 
的 分 数 随机 微分 方程 ， 

dX, = u(t, X,)dt - o (t, X,)dB/, te[0,T], H e(0.1). 









































Bender C. 给 出 了 对 任意 的 Hurst 18230 A € (0,1) 的 分 数 型 It6 公式 如 下 : 





引 理 "2.4.1 设 随机 过 程 {X,=X(I),re[0,7]} 为 满足 以 下 微分 方程 的 分 数 It6 过 程 
X,=X,+[ u(s,X,)ds+[o(s,X,)dB", te[0o,T], H e(0.1) 


XP BA u(r X, ) o(r X) HRM, Ay f(rnx) HERR, EU eH AH 
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2 
S 2 Í ， 再 令 Y= 了 (1,X,)， 则 也 是 分 数 t 过程， 并 且 对 任意 的 1e[0,T] 满 足 
X X 
of af of c Of 
dY, -( 42 exa (o o xam 4G od Jex a". 


显然 ， 这 与 Brown 运动 下 的 It6 公式 在 形式 上 极为 相似 的 . 但 是 这 种 分 数 It6 ZS 
式 是 通用 的 并 不 具体 , 因为 当 Hurst 指数 五 属 于 不 同 的 区 间 (1n,1/(n-1)),， n=3,4,… 
时 ， 函 数 的 Taylor 展开 是 不 同 的 ， 从 而 相应 的 分 数 型 It6 公式 也 就 有 所 区 别 . 

Xiao-Tian Wang 在 文献 [43] 中 提出 了 分 数 Brown 运动 下 的 Taylor 展 式 , 其 假设 随 
机 过 程 X, 满足 的 分 数 随机 微分 方程 为 : 


dX, = wt, X, dt o(t, X, HB", 1/n< H «W(n-1), n=3,4,… (2.4.1) 


t? 

















A PRY (t)= f(t,X,)， 对 了 进行 Taylor 展开 得 到 


Y (t Ar)-Y (0) «| f (o X.) u(t, X.) fii X) ] Ac 
S o(t,X,)] j H Hy 
EGRE (t,X,)[ Bly - B, ] +0(|Aq|). (2.4.2) 
这 样 ， 通 过 对 比 式 (2.4.2) 和 (2.4.1) 发 现 ， 可 以 对 (2.4.1) 式 进行 以 下 修正 
与 推广 : 


dX, = ult, X ,)dt+ o (t, X, dB" o; (t, X, JaB" J +--+ 0, (x, aB? Y 





l/n« H «V(n-1), n=3,4,.… (2.4.3) 





4Mo(t,X,)=0, j22,-.n-1BI, WBS (2.4.32 式 到 与 (2.4.1) 式 具 有 相同 的 











形式 , 即 等 式 右 侧 都 只 含有 一 个 殊 移 项 和 一 个 扩散 项 . 这 样 , 便 通 过 对 一 类 特殊 Hurst 
指数 的 分 数 随机 微分 方程 进行 了 修正 和 推广 ， 得 到 了 更 为 一 般 化 的 分 数 随机 微分 方 
Fg. 本 文 以 后 所 研究 的 分 数 随机 微分 方程 都 是 这 种 改进 后 的 形式 . 

下 面 通过 一 个 例题 来 对 该 理论 推广 的 合理 性 与 否 予 以 验证 . 
"12.4.2 设 5, 为 股票 的 价格 ，Hurst 3K H €(1/3,1/2), S, 3 GS ACY, - In S, i 
























































足 如 下 分 数 随机 微分 方程 
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dY, = udt + odB” 
Jt] S, 满足 的 分 数 随机 微分 方程 为 : 


2 


dS, = uS dt + oS dBP + 2955, (4B ) 





从 上 面 的 结论 可 以 看 出 , 对 一 类 特殊 Hurst 指数 的 分 数 随机 微分 方程 进行 的 改进 
是 有 意义 的 . 接 下 来 ， 给 出 属于 Hurst TEACH e (1/n,l/(n-1)), n=3,4,… 上 的 分 数 型 








2.4.2 分 数 型 It6 公式 





本 小 节 给 出 改进 后 的 分 数 随机 微分 方程 的 更 为 广泛 的 分 数 型 tô 公式 如 下 . 
EH 2.4.3 设 Hurst 482k H e (I/n,l/(n-1)), PAULA X, 满足 如 下 分 数 随机 微分 方 
程 的 分 数 It6 过 程 


dX, = u(t, X, )dt o, (t, X, ) dB" * o, (t, X, )(dB" o, (rn X,)(dB") . 





A y= f (x) PRR BR, Xov [OT] ROR, Af EAMA FART xc t 

















i (i=1,2,…,n 一 1) 阶 偏 导 数 都 是 连续 的 ， 若 令 了 = 了 (1,X,)， 则 通 数 也 是 分 数 It6 过 
程 ， 且 满足 


dY, = u(t, X, )dt +01 (t, X, )dB" «o (tX, (dB) «o (rnX,)(dB") . (244) 





x Of of " of iof 
其 中 ， nx) (Grp ex) ci(t,X,)- Ce ae 2 6,0, 
1 Ji tJo-t 
JJ; 7,2, n-l 





` Atti 
Jo. j57b2, nl 


证 明 对 分 数 Brown 运动 而 言 , 当 Hurst $829 H € (1/n  V/(n - 1)) IN, HF dt - dB, 








(4B”) (mn) 均 为 dt 的 高 阶 无 穷 小 . 因此 ， 在 均 方 意义 下 约定 : 





di:dB =0, (dB”) =0,(m>n). 
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为 证 明 简便 起 见 ， 以 下 证 明 过 程 中 简 记 w= w(t, X,), o; 2o, (t, X,), i212, 





首先 ， 根 据 题 意 可 得 





(ex, - adr aai! os (ah? o, Can)" T 


=0? (dB” 上 * (010, * 0,0, )( 4B" j + (aa +0; + 0,0, (4B; y + 


+ 25 O0 (dB2 ie 


d n eos n) 




















[SERT BEGG SU, HERH K 23,4, n-1. A 








(dx,) = | udt + o,dB/ +o, (dB/ F to, (dB? ET 
n-l 


=). » | c,0, c, (dB). 


i-k Atàtji 
h sh riod =1,2,---,n-l. 


然后 ， 对 函数 了 = f (t,X,) EAT Taylor 展开 得 





























dY, 
2 3 n-l 
=F as P ay, +L (ax y e TO (ax y ee ax," 
Ot Ox 2! Ox 3! Ox (n-1)! Ox” 
_of of med 1 f n-l i 
E Vica +0, (aB) iter ars P 2,0, (dB) 
Ji J27Lb,2, n7 
gia 可 i EE: ue MR n-l 
*38 全 TEs e ae E. (aB) "DD! Ox"! Ol ‘(aB”) 


Jody B=1L25 vidi 





adul were (an ) eo Z 














Ot Ox Ox K Ox 2! 0€ Ox 
10°f 1 of | SET 
—— 0,0, t— O,0,0, t 
2! Ax’ rig now Bae 2 A p (nsDber 
Jj; 7b2, ,n-l joda ATE2, n-l 
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1 


= u(t, X,)dt- e (r, X, dB! +02 (r, X, (4B o, (t,X,)(4B")" . 
证 毕 口 

这 样 , 根据 Hurst 指数 矿 属 于 的 不 同 区 间 (1/n,1/(n 一 ])), n=3,4,…， 本 节 对 分 数 
随机 微分 方程 进行 了 更 为 一 般 的 改进 和 推广 , 并 且 推导 出 了 改进 后 的 分 数 型 Tto 公式 . 











2.5 本 章 小 结 


随 着 金融 市 场 的 日 益 半 大， 在 证 券 市 场 上 ， 股 票 价 格 的 波动 表现 为 “有 偏 的 随 
机 游 走 ” 而 非 随机 游 走 ; 股票 价格 收益 率 是 时 “尖峰 厚 尾 ” 的 分 布 , 而 非 正 态 分 布 . 这 
种 与 基于 Brown 运动 的 有 效 市 场 假说 相 矛 盾 的 理论 ， 称 为 分 形 市 场 假说 理论 ， 由 于 
分 数 Brown 运动 的 自 相 似 性 和 长 期 记忆 性 恰好 与 分 形 市 场 中 的 分 形 现 象 相 吻 合 . 所 

分 数 Brown 运动 逐渐 成 为 研究 分 形 市 场 的 强 有 力 工具 . 

本 章 则 在 介绍 分 数 Brown 运动 的 有 关 知 识 ， 主 要 研究 了 四 部 分 内 容 : 首先 ， 给 
出 了 概率 论 的 相关 理论 知识 ; 其 次 , 给 出 了 分 数 Brown 运动 的 定义 及 其 性 质 ; 再 次 ， 
对 关于 分 数 Brown 运动 的 随机 积分 、 分 数 阶 导数 和 积分 以 及 分 数 阶 Maruyama 表示 
等 做 了 有 关 介 绍 ; 最 后 ， 对 一 类 特殊 Hurst 指数 的 分 数 随机 微分 方程 以 及 分 数 型 It6 
公式 进行 了 修正 与 推广 ， 得 到 了 新 形式 下 的 分 数 随机 微分 方程 及 其 分 数 型 It6 公式 . 
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3 ”分数 线性 随机 微分 方程 的 一 般 解 























线性 微分 方程 是 微分 方程 的 最 基本 ， 也 是 最 常用 的 重要 内 容 之 一 ， 它 在 各 个 领 
域 有 着 广泛 的 应 用 . 本 章 主要 研究 的 是 改进 后 且 更 为 一 般 化 的 分 数 线性 随机 微分 方 
程 的 有 关 理 论 ， 主 要 包括 三 部 分 :3.1 节 概 述 了 分 数 线性 随机 微分 方程 的 研究 现状 ; 
3.2 节 给 出 Hurst 182 H e (1/3,1/2) 时 分 数 线性 随机 微分 方程 的 一 般 解 ， 并 对 其 特殊 
情况 予以 讨论 ，3.3 节 推 广 了 Hurst H €(1/n1/(n—-1)) 时， 分 数 线性 随机 微分 方 
程 的 一 般 解 . 


















































3.1 引言 


线性 随机 微分 方程 在 金融 数学 中 有 着 广泛 的 应 用 ， 因 为 在 金融 市 场 上 股票 的 价 
格 和 波动 率 通 常 满足 线性 随机 微分 方程 . 随 着 分 形 市 场 的 出 现 ， 分 数 Brown 运动 势 
必 将 会 取代 Brown 运动 . 于 是 ， 分 数 线性 随机 微分 方程 也 逐渐 引起 了 许多 学 者 的 密 
切 关 注 和 研究 . 当然 在 金融 领域 中 最 为 学 者 所 关注 的 便 是 如 下 形式 方程 《几何 分 数 


Brown 运动 ): 
































dX, =X dt+oX dB", X,-Z(o),te[O.T], H e(0,1). (3.1.1) 

的 一 般 解 . 

Yao Zhong Hu, B. Oksendal 在 文献 [33] 中 利用 Wick 积分 给 出 了 当 Hurst 指数 
1/2«H «Ilf, J (3.1.1) 的 解 为 











1 
X, =X, exp( u-ze" son"), 





Thao(2006) 在 文献 [45] 中 通过 使 用 半 款 B^ RUE 7) Brown 运动 B”， 以 及 用 分 
部 积分 法 定义 新 的 关于 分 数 Brown 运动 的 随机 积分 的 方法 ， 证 明了 当 Hurst 指数 
1/2«H «1H, WE (3.1.1) 的 解 为 

















X, - X, exp( ut GB. 
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王子 襄 (2009) 在 [46] 中 利用 分 数 阶 导数 得 到 了 如 下 分 数 线性 随机 微分 方程 

dX, =| u (rn) X, * (t)]dt+| 0, (t)X, +0, (t)]dB#, x,,2X,0«H«1 (3.1.2) 
的 一 般 解 . 

以 上 涉及 到 的 线性 随机 微分 方程 都 有 一 个 共同 点 ， 即 方程 的 右 端 仅 有 两 项 〈 漂 
移 项 和 扩散 项 ) . 基于 第 二 章 对 分 数 随机 微分 方程 的 改进 与 推广 ,本 章 首先 研究 的 是 
Hurst 指数 1/3 < H «V2 WI, WEEZE X, , = X, 的 如 下 分 数 线性 随机 微分 方程 : 






































dX, =| (t) t)X ,+p (t (t) |at | o, (7) t)X, +o,(¢ (t) |aB" *[» (t) t)X, +y, (t t) (ab? Ý 
的 一 般 解 . 该 方程 是 对 (3.1.2) 式 进 行 的 改进 ， 其 右 端 含有 三 项 ， 即 一 个 漂移 项 和 两 
个 扩散 项 . 以 下 为 具体 内 容 . 














3.2 Hurst 指数 矿 e(1/3,1/2) 时 线性 FSDE 的 一 般 解 





本 节 的 主要 任务 就 是 给 出 更 为 一 般 化 的 分 数 线 性 随机 微分 方程 的 一 般 解 ， 首 先 
证 明 如 下 引 理 . 
引 理 3.2.1 X Hurst 48A H €(1/3,1/2), Eu x, = x, (n) re[oT], i212] 满足 


























如 下 分 数 随机 微分 方程 : 
dX, = u, (t, X,)dt o, (t, X; dB" « y, (r, X; (aB* ) , i212. ($235 
EOY, =X X, ， 则 了 满足 分 数 随机 微分 方程 


dY, =(u,X,+ u,X,)dt+(o,X,+0,X,)dBY + + (NX * 7X, +0,0,)(dBË Ý . (3.22) 





证 明 为 证 明 方 便 起 见 ， fai u,-4(5X,).o, 2o,(GX,). y, =7,(t,X,), i=1,2. 
令 函数 y= f (14,4) 2X5 yu f, =0, P aS fe =e Lx =l, Jan en -0, 且 均 为 











NIX Y, = X, X, 进行 Taylor 展开 可 得 


dY, =d(X,X,) 
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2 
nf cq Ut QD S mca qoo ave f 
Ot Ox, Ox, 2\ ot Ox, Ox, 


E fidt i f,dX, i f, dX; SEA (ax, ud 4f, dX dX, T Sax (dX, ) | 
> X,dX, + X,dX, + dX dX, . 
将 (3.2.1) 代入 上 式 ， 整 理 即 得 




















dY, = (1X, 1X, )dt + (6X, + o,X,)dB" +(7,X, * y,X, * o0, (4B!  . 
EEO 


接 下 来 ， 给 出 Hurst JH |< (1/3,1/2) 时 ， 分 数 线性 随机 微分 方程 的 一 般 解 . 








定理 3.2.2 设 {X,=X(1),te[0,T] 为 定义 在 概率 空间 (Q,. 玉 ,P) 上 的 随机 过 程 , 若 对 
任意 的 te|[0,T|]，XX, 满 足以 下 微分 方程 : 
X, -Z(o), 
54393) 
» =| u(t) X, + u (t) Jat *| o (t) X, +0, (t) |aB" «| y, (t) X, +7: (t) (aB" ) . 
HP, BRK u,(t),o,(t),7,(t),(@=L2) 4A [0,7] EATA BH, BY A Hurst 指数 
H € (1/3,1/2) 的 分 数 Brown 324), HB! ~N(0,0°1°"). 则 形 如 (3.2.3 ) 式 的 分 数 线 
性 随机 微分 方程 具有 如 下 形式 的 一 般 解 : 
x, = p(r) ie Goes [ros (5) (s) ab fL. (5) (5)os S] e" GS) (a8") | 
Ae p) xen fnis folant a f(a) ann | 
证 明 ”该 定理 将 分 为 以 下 三 个 步骤 予以 证 明 : 首先 求解 方程 〈3.2.3) MIA 
次 分 数 线性 随机 微分 方程 的 基本 解 (1) ， 然 后 求 得 随机 过 程 o7 (1) 满足 的 随机 微分 
WE, Bunk o^ (1) X, 的 微分 表达 式 ， 积 分 整理 
(i) 求 齐 次 线性 随机 微分 方程 的 基本 解 p (1). 
在 (3.2.3) RHA m (r) e o, (1)=(1)=0， 则 原 方程 化 为 齐 次 分 数 线性 随机 微 

































































a 


得 方程 〈3.2.3) 的 一 般 解 和 . 
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dX, = ın (t) X dt +0; (r) X dB" +y, (1) X, (dB). (3.24) 


AB y g(nx)-Inx, WA g 20g, = 工 ,g 2. HOY =InX,， 则 根据 
X X 








分 数 型 1t6 公式 (2.4.4) 式 可 得 


ay, -[s,* 4 (i) Xe, dt +o, (1) X, g dB" d (1)X,¢, +407 (1) Xe, | dB j 
= p (1) dt o, (1) dB? (n ()-1« (Jan. (325) 


对 (3.2.50 式 两 边 分 别 从 0 到 1 积分 可 得 








即 得 ia s)ds+ ol s) dB" A rent 




















WW p(t) Jg; f& (3.2.4) 的 基本 解 ， 即 p(7) 满 足 方程 : 





dp(t)- m (t) e(t)dt+o,(t) p(t) 4B" +7, (t) p(t) (dB! i (3.2.7) 
Gi) 求 随机 过 程 -1 (1) 满足 的 随机 微分 方程 


SAR z=2(t,x)=x", Wz, =0,z, = 








Dask. BA Z (1) - p^ (1), 由 分 数 





型 It6 AX (2.4.4) 式 得 
dp (t) 
=[z tA ()e(t)z, Jat +o (1) o(r) c, dB? Hn Dearie (z. (un? ) 
--u(np" (da (dp ()aB «[ot()-»(0]e (0(d8") . — G2 
(iii) 求 分 数 线性 随机 微分 方程 的 一 般 解 X,. 
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利用 引 理 3.2.1， 联 立 (3.2.3) (3.2.8) 两 式 整理 可 得 
d(p^ (t)X,)= m(t)" (t)dt+0,(t) p(t)aB® +| 7, (0-o( (t) ] p" (t )(aB* Y 


对 上 式 两 边 分 别 从 0 到 1 积分 可 得 














p" ()x,- e^ (0)x, [us (s)e" (s) Wieso (s) p" (s)aB? 


*[InG)-a( (s)]e"( s)(aB? Y. 























而 p(0)= X,， 故 整理 可 得 
x, = p(1)|1+ Gone [ros (5) o" (s) dB? 
«pps Gm Go GL GR) |. 3.29) 
其 中 ， p) - X,ex| jal) (s)ds- [o (s)aB? «Ji -00 (5) aa") | 


证 毕 口 
在 求 得 Hurst 指数 瓦 (13,1/2) 时 ,分数 线性 随机 微分 方程 的 一 般 解 后 . 接 下 来 ， 

对 方程 (3.2.3) 的 特殊 形式 略 加 分 析 ， 可 得 到 以 下 推论 . 

推论 3.2.3 假设 j (1)=o,(?)=7y,(?)=0， 则 分 数 线性 随机 微分 方程 (3.2.3). 即 变 为 


齐 次 分 数 线性 随机 微分 方程 (3.2.4)， 也 就 是 几何 分 数 Brown 运动 的 微分 方程 表达 形 
式 . 根据 一 般 解 (3.2.9) 式 ， 可 得 方程 (3.2.3) 解 为 : 























和 em (s)as+ o. (s) )aB" «ne Ist) (aay | (3.2.10) 














这 与 证 明 过 程 (i) 中 得 到 的 结论 相符 . 
特殊 情形 下 , IRE u (0) no, (n) o. y (D) y (oy HHO, 则 方程 (3.2.3) 
变 为 : 





dX, = uX dt - o, X dB" +y,X (ab?) . (3.2.11) 





FH (3.2.10) 式 得 ， 其 解 为 : 
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1 t 2 
X, =X, ew Lael d -20 Jean) | 








Guy Jumarie HEH}, EAR BRUTE FBT LM (dB!) 的 期 望 值 cz (ds) 








来 取而代之 ， 这 样 就 得 到 
X,- X, ew M+ iB d -和 je w"), 





再 根据 〈2.3.4) 式 即 得 
X, =X, ew H+ oi (reel 


当 yy(1)= 力 (1)=0 时 ， 即 为 [45] 的 结论 ， 因此 ， 该 结果 改进 了 [45] 关 于 线性 FSDE 
股 的 推广 ， 得 到 Hurst 指数 

















的 一 般 解 的 结论 . 下 面 将 继续 对 线性 FSDE 作 更 一 
H e(1/n,1/(n—1)) M, 2E FSDE 的 一 般 解 . 











3.3 Hurst 383 LH €(1/n,1/(n—1)) RIZ TE FSDE 的 一 般 解 








在 给 出 Hurst JEH €(1/n,1/(n—1)) i, Bete FSDE 的 一 般 解 之 前 ， 需 要 证 明 以 




















Po] HE. 
引 理 3.3.1 X Hurst 44k H €(1/n,1/(n—1)) ,随机 过 程 {X = X (0), re[o.T], i2 12] 38 


足 如 下 分 数 随 机 微分 方程 : 
dX, = u (t. X;)dt- o; (t, X;) dB" +0, (t, X, (dB Y 
eo (5 X (dB), i21. (3.3.1) 


i(n-l 
EOY, =X, X, MY, BADZIEWIA E 
2 
dY, -(uX; + 45 X,)dt (0X; + 0 X1) dB!" +(01,X, + OX, +0,0, (4B/ ) 


Xo M oy (dB) . (3.32) 


it j=n-l 


t| Oy, Xo t9, 
i,j-12,-n-l 
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WEBB ”为 证 明 方便 起 见 ， 以 下 简 记 
H7 u,(t,X,),0, =0,(t,X,), i-L2, j-12,--,n-1. 


A RC y — f (1,x5,x,) xx; WW f. — 0, fs =X), f. = f. 三 上 Je = fs =0, AA 








则 对 了 = X X, 进行 Taylor 展开 可 得 
dY, = d(X,X,) 


0 
Ox, 


- py ax, + of 


at ôx ax, 





2 
os ? dx A Se f 
2\ ot Ox, 


= f,dt * f dX, + f, dX, SES (aX, t2f dXX, f. (ax;) | 


= X,dX, + X,dX,+dX,dX,. 
将 (3.3.1) 代入 上 式 ， 整 理 即 得 























dY, = (1X, + 1X, )dt * (0X, 0, X, ) dB! &(0,X, +X, +00, (4B!) 


H n-l TEE 
eee X; Oye D, ouo (dB). 证 毕 口 
i+ jen 
i,j-12,- nl 


接 下 来 ， 给 出 Hurst RMH €(1/n,1/(n-1)) IN, VE FSDE 的 一 般 解 . 





定理 3.3.2 设 {X,=X(1i),re[07]} 为 定义 在 概率 空间 (Q,. 瑚 ,P) 上 的 随机 过 程 , 若 对 
任意 的 fs[0.7] X, 满足 以 下 微分 方程 : 

X,=Z(o), 

aX, =| u(t) X, nies +01(t) |aB" +| o, (r) X, +00(r)|(dB") (3.3.3) 


n-l 


eo, t)X, + On-1( oN (4B) 
HP, BHA u(r).u(r).o; (t) c(t), =1,2,--,n-1 9 [OT] ETM BA, BA 
Hurst 4844 H e (1/n,1/(n 一 1)) 的 分 数 Brown 运动 . 则 形 如 (3.3.3) 式 的 分 数 线性 
分 方程 具有 如 下 形式 的 一 般 解 : 
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x, =pli) [t fa G)e (s)as+ [0 (s) )o (s Jab" «|. | o2(s) (s)+ar(s )nG)] 


xp" (s)(aB) lou) X ai(s)y,(s) 0 G(B") >. 


i+ j=n-l 
i, j=1,2,--n-l 


其 中 ， 


ale)= X,-ex Je (s)ds f'o (s sJan" + [o -£ Jan f «pto 


n 
1 1 1 = H n-l 
一 二 2: o,o, += > 0,0,0, t pto (s)(dB ) 
2 A h 3 h^ n-]1 $ 
At pean-l Jit Jat -n-l 
JoJo 7b2,;sn-l Jia J-l2, s n-l 














= 











证 明 该 定理 同样 分 为 以 下 三 个 步骤 了 予以 证 明 : 首先 求解 方程 (3.3.3) 相应 的 

齐 次 分 数 线性 随机 微分 方程 的 基本 解 p(1) ， 然 后 求 得 随机 过 程 71 (1) 满足 的 随机 微 

分 方程 , 最 后 求 得 p^ (r) X, 的 微分 表达 式 , 并 积分 整理 得 到 方程 (3.3.3) 的 一 般 解 X,. 
为 证 明 方便 ， 以 下 简 记 





















































u- u(t),u- L(t), p= p(t)o, =0,(t),o1 - o:(t)i -1,2,-,n-1. 
G) 求 齐 次 线性 随机 微分 方程 的 基本 解 p (1). 
在 (3.3.3) 式 中 令 j=oi=0(i=1,2,…,n-1)， 则 原 方程 化 为 齐 次 分 数 线性 随机 
VOTER 
dX, = uX dt - o, X dBP o, X, (dB J o, X (dB) (3.3.4) 


i j res ! 
08 o lE yl Db eaten 
Ot Ox x 


再 令 了 =nX, ， 则 根据 分 数 型 It6 公式 (2.4.4) 式 可 得 


AH y= a(ix) ems NA 














dY, = udt +.0,dB" o- 2 (at $ e NL > Or. 
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n 
1 1 - n-l 
十 二 ` CG d cp pute ) a (4B) l (3.3.5) 
oo h^ n-— 1 
Jjptjat-n-l 
Jo Jas 7b2, s n- 1 


对 (3.3.50. 式 两 边 分 别 从 0 到 1 积分 可 得 


int = [ads [dB 4e -2 asr Y " 








~ +jp=n-l Jjthti-n- 
Jp Ja 72, nl Jo Jas] 7b2, nl 




















n 
1 1 一 n-l 
-1 H 
一 一 * 0,0, +— »3 0,0,0, or ED e (s)(aB; ) ‘ 
2 AC 3 JUS Jes ss n-1 1 5 
t+jo=n-l 万 十 万 十 方 =1 一 1 
jo jo 7b2, s n-l hoja Ji 75,2, nl 


id 
pli) =X, [a (s)ads+ f'o (s yn? «fo. -£ ann e fte 


1 1 -1) n n-il 
x By ts » 0,0, a ^ (s)(aB7) . 33:0) 


Jp tj-n-l At tB-n- 
Jo Ja752, 2l Jo Ja J7b2, 7, n-l 


WW p(t) Jg; f& (3.3.4) 的 基本 解 ， 即 p(7) 满 足 方程 : 

















dp(t) - n(t)p(t)ato, (t) e(t)dB" +0,(t)p(t)(dB") o, (1) p(n (dB) 
Gi) RAAT o^ (t) 满足 的 随机 微分 方程 

joz 

eg 

再 令 Z(1)=p (1)， 由 分 数 型 It6 AX (2.4.4) 式 得 


AMMc=c(,x)=07, WZ <= E uo p 
X 
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dp (t)-—up dt-o,p dB +(o; -0,) p” (aB? y Tte —o + 


ml ga | -1 H yc 
Y; 0,0,0, t +(- 1) or |p (4B, ) 
JjptÀtjc-n- 1 


(3.3.7) 
JisJasJa7b2, 7, n-l 
A ey aga -1 uy za g yc 
5 —up dt «yp dB" +7,p"' (dB!) +---+7,,p"' (dB ) 
其 中 ， 人 二 一 01， 


— _ PE i ; — eee — 
y; 7-980, 之 0,0 > 0,0,0; t .十 (一 1) 0,, i=2,3,---,n-1. 
2 Ath t pat 
Jo J= ap »n-l Jod j37b2, s n-l 


Gii) 求 分 数 线性 随机 微分 方程 (3.3.3 ) 的 一 般 解 和 
利用 引 理 

















3.3.1， 联 立 (3.3.3) (3.3.7) 两 式 整理 可 得 


d(p^ (r)X,)- A(t) e^ (ratos (t) p^ (1) dB" «e: (t)+oi(t)y, (| p^ (t)(aBë Ý 


ede | 2: onol (t)(aB" p 
对 上 式 两 边 分 别 从 0 到 + 积分 可 得 
p ()X,- e" (0)X, 


= f à(s)o" (5) 


























ds f'o (s) )o (s) abe + f | o2(s) (s)+oi(s )n Gs) | e" (s) (4B?) 
eoe p nad 


Ájo(0)- X,, Mou 
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HEP, p(t)» (3.3.6) X. 证 毕 口 











这 样 ， 对 于 任意 的 Hurst 指数 万 e (1/n,1/(n 一 1)),n=2,3,…， 本 定理 给 出 了 分 数 
线性 随机 微分 方程 的 一 般 解 . 

















3.4 本 章 小 结 




















在 分 形 金融 市 场 上 ， 分 数 随机 微分 方程 是 研究 各 类 期 权 定价 问题 的 必 备 数学 理 
论 ， 而 通常 期 权 的 标的 资产 的 价格 或 波动 率 都 是 满足 线性 随机 微分 方程 . 因此 , 研究 
分 数 线性 随机 微分 方程 的 一 般 解 也 变 得 尤为 重要 . 

本 章 主 要 研究 了 分 数 线性 随机 微分 方程 的 一 般 解 . 首先 , 概述 了 分 数 线性 随机 微 
分 方程 的 研究 现状 , 并 给 出 了 当 Hurst 指数 1/13< H. <1/2 时 更 为 一 般 化 的 分 数 线性 随 
机 微分 方程 ; 然后 , 给 出 了 Hurst 指数 1/3< H «1/2 时 分 数 线性 随机 微分 方程 的 一 般 
解 ， 并 对 其 特殊 情形 略 以 分 析 ; 最 后 ， 对 分 数 线性 随机 微分 方程 的 一 般 解 推广 到 了 
Hurst J823 H € (1/n,1/(n 一 1)) 时 的 情形 . 
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4 分 数 随机 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 





对 于 一 些 特殊 的 分 数 随 机 微分 方程 ， 能 够 比较 容易 地 得 到 其 一 般 解 ， 但 是 对 于 
形式 比较 一 般 的 大 多 数 分 数 随机 微分 方程 而 言 ， 确 定 其 解 的 存在 性 、 唯 一 性 甚至 其 
解析 解 往往 都 是 比较 艰难 的 . 基于 此 , 本 章 给 出 了 分 数 随机 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 
定理 . 主要 分 为 以 下 四 部 分 : 4.1 节 对 基于 分 数 阶 Maruyama 表示 的 FSDE 作 以 简单 
介绍 ，4.2 节 界 定 了 FSDE 解 的 基本 概念 ，4.3 WAH T Hurst TECH. € (1/3,1/2) 时 ， 
FSDE 解 的 存在 唯一 性 定理 及 其 证 明 ; 4.4 节 对 FSDE 的 近似 解 与 真实 解 进行 了 误差 
估计 . 



























































































































































41 基于 分 数 阶 Maruyama 表示 的 FSDE 


关于 分 数 随机 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 的 国内 外 研究 现状 在 第 一 章 中 已 给 予 详 
细 概 述 ， 其 中 指出 : 当 Hurst 指数 1/2< 瓦 <1 时 ， 很 多 学 者 都 已 经 给 出 了 分 数 随机 微 
分 方程 解 的 存在 唯一 性 定理 及 其 证 明 ; 但 当 Hurst $8200 < H «1/218, 理论 成 果 较 少 . 
这 是 由 于 分 数 Brown 运动 具有 反 持 久 效 应 ， 相 比 于 Brown 运动 ,分数 Brown 运动 波 
动 得 更 加 剧烈 . 

Hurst 指数 /3< 右 <1/2 时 ， 考 虑 如 下 形式 的 分 数 随 机 微分 方程 为 : 















































dX, = u(r, X, )dt o (r)dB! +7(t,X,)(aB") ， 初 值 条 件 X。=Z(@).， (4.1.1) 


欲 研究 方程 〈4.1.1) 解 的 存在 唯一 性 ， 即 只 需要 研究 与 其 同 解 的 积分 方程 














X, =X,+ ['u(s.X,)ds [o (s)aB? [y s. x, (B? Js (4.1.2) 
解 的 存在 唯一 性 . 为 了 解决 该 问题 ， 本 文采 用 了 Guy Jumarie 在 [42] 中 提 到 的 分 数 
Brown 运动 增 量 的 分 数 阶 Maruyama 表示 来 近似 取代 原始 分 数 Brown 运动 ， 这 样 积 
分 方程 (4.1.2) ABH: 

















X,=X,+[ u(s,X,)ds+[ o(s)aB (s.H)* 7(s.X,)dB,(s,2H). (4.1.3) 
































基于 第 二 章 中 介绍 的 推广 了 的 的 分 数 随机 微分 方程 理论 ， 本 章 研 究 的 对 象 是 : 
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当 Hurst JEŽ H s(V3,V2) 时 ， 满 足 如 下 形式 的 基于 分 数 阶 Maruyama 表示 的 分 数 随 
机 微分 方程 〈 以 下 简称 分 数 随机 微分 方程 ) 的 随机 过 程 {X, = X (t),t <[0,7]} : 


dX, = u(t, X, )dt o (t)dB (tH) y(t, X,)dB, (2H). tef, T] | (41.0 

















IERA X, 2 Z(o). Hep, w(t,X,),7(6X,) [0,7] xR RAMP, a(r) 
[0,7] > RA «pa e Be, 




















dB,(t,H)=«,(t)(dt)", œ (t) - N (0,0; ), (4.1.5) 
dB,(t,2H)=«,(t)(dt)", œ, (r)- N(0,0;). (4.1.6) 


对 于 定义 于 〈4.1.4) 形式 的 分 数 随机 微分 方程 ， 本 章 将 给 出 其 解 的 存在 唯一 性 


























定理 . 


4.2 分 数 随机 微分 方程 解 的 基本 概念 


为 了 研究 分 数 随机 微分 方程 的 强 解 ， 首 先 定 义 〈4.1.4) 的 强 解 以 及 强 解 的 唯一 
性 等 概念 . 
定义 4.2.1 在 给 定 的 赋 流 概率 空间 (QQ, 太 ,万 ,P) 中 ,其 中 { 万 :te 及 是 (Q, 大 ,P) 上 给 



































X 8o KR, LOCH) B(nH)TI B,(L2H) 与 石 相 适应 的 . 若 存在 随机 过 程 
(x, = 和 (Drs[07]} 满 足以 下 条 件 : 


G) 区 是 与 矿 相 适应 的 连续 过 程 





X,)).o(t).7(.X,)eL([O7],R), PATA; 














Gi) St ur, 
(ii) XX, 满足 如 下 形式 的 随机 积分 方程 : 
X, 2 Xy* | u(s,X,)ds+ o(s)dpB (s,H)+| 7(s,X,)dp,(s,28), te[0,T]. (42.1) 
WAR X, AAA (4.1.4) 的 具有 初 值 X, 的 强 解 . 


接 下 来 定义 了 方程 强 解 的 唯一 性 ， 即 指 轨 道 唯一 性 . 
定义 4.2.2 ”如 果 对 于 固定 的 赋 流 概率 空间 (Q, 丰 ,五 , 忆 ) 及 与 石 相 适 应 的 过 程 甩 (4 五 ) 
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fo B, (12H) , 2:42 (4.1.4) 的 强 解 X AMEX, =Z(w) 唯 一 确定 ， 称 方程 (4.1.4) 
的 强 解 具有 轨道 唯一 性 . 也 就 是 说 ， 假 设 X 和 也 均 为 方程 的 强 解 ， 且 满足 初 值 条 件 


X,=Y,=Z(@), X P{X, =Y, vre[O,7]}=1, BX, SY MMe, HWA ZAM. 











在 定义 了 分 数 随机 微分 方程 《4.1.4) 的 强 解 以 及 强 解 的 轨道 唯一 性 等 概念 后 ， 
就 可 以 研究 强 解 的 存在 唯一 性 . 














4.3 分 数 随机 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 








本 节 主 要 采用 Picard 逐步 逼近 的 方法 给 出 了 分 数 随 机 微分 方程 〈4.1.4) 强 解 的 
存在 唯一 性 的 一 般 性 证 明 , 最 后 并 讨论 了 方程 的 近似 解 与 真实 解 之 间 的 误差 估计 . P 
先 给 出 以 下 引 理 . 
引 理 4.3.1 设 {Xre[07]} 为 定义 在 赋 流 概率 空间 (Q, 丰 ,万 ,P) 上 的 随机 过 程 ， 函 数 










































































f(rX)X[o.Tr]xR o RATAA, E f(nX)ez' (UTR). d&(.H)A 


dB,(t,2H)A (4.1.5) (4.1.6) 式 所 定义 ， 则 有 


gr SX. Ma Gy |- 4o; H^. E fx Me pin 


gr f (s.X,)af,(s.2H) J 上 1607H' E rx yas. (4.3.2) 





WERA 由 Maruyama os, TX dB, (1) :— o, (r)(ar) ^ ， dB,(t):- c, (r)(ar) ^ ， 其 





H B, (t) B, (1) Brown 运动 ，@ (t) — N (0, o) » @,(t)~ N (0, o;) ， 则 有 
E| (aB,(9) |= E aoa)" 1 -ej«, E|(dB,(1)) |= E o, (rn) (ary ^[ 


根据 分 数 阶 Maruyama 表示 dp (t, H ) =a, (t)(dr)" 以 及 Maruyama 表示 














|- oar. 





dB (t)= « (t)(d) °, AHEM 2.3.6 (2.3.3) 式 可 得 


jj 





E rGx)an ott] Ie proa) 
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l 
z elfira lio QE d | 


i 








= E||f' £(s,x,) Ha (s) s^" ds 














=4H’-E 





[AG Xx)(r-s) la (s)(4:)^ | 


estrena] 





=4H°-E [,AG.X,)(r- s)" ^ dB (s) 














由 等 距 性 可 得 
a r(x eo dB, (s) 


WU (4.3.1) 式 成 立 . 
同 理 可 证 ， 


























Q1 





fresca aen] [noter [pr ox)" 证 毕 口 





















































基于 以 上 的 概念 和 引 理 ， 接 下 来 给 出 分 数 随机 微分 方程 强 解 的 存在 唯一 性 定理 . 
定理 4.3.2〈 解 的 存在 唯一 性 ) 
若 分 数 随机 微分 方程 (4.1.4) HARK ult, X, holt) y (1,X,) 满 足以 下 条 件 : 




















GO Ru (rs X) so (r).v (n X,) e Z ([0.T],R); 














(ii) 存在 菜 常 数 c,d,h>0， 对 任意 的 x,ye 民 ， 有 
(a —BX Lipschitz 条 件 





|u(tx) - n(t y) + (x)- (65) sel»: (4.3.3) 
(0 ”线性 增长 条 件 
t,x ar t,x ’ «dli« x ; (4.3.4) 
(oo) +e sah 


() ot) ET] LAR, Hi 


le(x)sh. te[0,T]; (4.3.5) 
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(iii) WE X, =Z(@)e M^ (o, T], R), Fe E| x; |<%. 























则 方程 (4.1.4 ) 存在 轨道 唯一 的 连续 解 X,，， 且 X,eM?([0,T],R)， 即 


E| Ix f ar | <o. 

该 定理 的 证 明 采 用 了 经 典 的 Picard ARITA, WTI RE: 先 将 微分 方 
程 转化 成 与 其 同 解 的 积分 方程 ， 只 要 证 明 相应 的 积分 方程 的 解 具 有 存在 唯一 性 即 可 ; 
然后 ， 构 造 一 个 逼近 解 的 随机 序列 ， 再 证 明 该 序列 是 一 致 收敛 到 定理 所 要 寻求 的 解 ， 
最 后 给 出 该 解 的 唯一 性 证 明 . 

证 明 欲求 证 分 数 随机 微分 方程 (4.1.4) 存在 轨道 唯一 的 连续 解 ， 即 需要 得 到 
某 个 轨道 唯一 的 连续 随机 过 程 {X,,te [0,7 满足 相应 积分 方程 (4.2.1) . 接 下 来 定理 
的 证 明 过 程 主 要 分 为 两 大 部 分 : 存在 性 、 唯 一 性 

(D 存在 性 

在 证 明 积 分 方程 〈4.1.4) 解 的 存在 性 时 细 分 为 以 下 五 个 步骤 : 首先 ， 构 造 一 了 
迭代 有 意义 的 逼近 解 的 随机 序列 ;， 其次， 证明 该 序列 是 依 概率 一 致 收敛 到 某 个 连 
的 随机 过 程 ， 然后， 证 明 该 序列 是 依 范 数 一 致 收敛 到 上 一 步 得 到 的 随机 过 程 ， 再次， 
证 明 得 到 的 随机 过 程 是 满足 方程 的 初 值 解 ; 最 后 , 证 明 该 解 是 属于 既定 空间 的 . 下 面 
为 具体 的 证 明 过 程 . 

(i) 构造 定义 合理 、 连 续 且 属于 空间 M ([0,T], R) 的 逼近 随机 序列 {X | ， 也 
就 是 说 序列 的 每 步 和 迭代 都 是 有 意义 的 . 

该 部 分 将 再 分 为 三 小 步 予 以 证 明 : a) 构造 随机 序列 ，b) 证 明 随 机 序列 每 一 项 
定义 合理 且 关 于 1 连续 ，c) 证 明 序列 每 一 项 都 属于 空间 M? ([0, T], R). 
a) ”构造 随机 序列 . 


此 处 使 用 Picard 逐步 逼近 的 方法 ， 定 义 如 下 逼近 随机 序列 {XO} 
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x®-=x 


( 
XW)=X ef u(s x sth o(s)apB (s.H) [»(s.x*?)ag.(s.28) 
t e[0,T], k =1,2,3,--- 


(4.3.6) 


b) 证 明 随 机 序列 每 一 项 定义 合理 且 关 于 + 连续 . 

下 面 使 用 数学 归纳 法 给 予 证 明 . 

D XO EIZIE, Æ (4.3.6) 式 中 ， 当 k=1 时 ， 由 于 右 端 每 一 项 积分 都 是 有 
定义 的 ， 而 且 每 一 项 积分 都 是 连续 的 ， 所 以 XW 是 定义 合理 且 关 于 1 连续 . 






























































2) 假若 X 中 合理 定义 且 关 于 1 连续 ， 则 由 迭代 易 可 知 XK 也 是 有 定义 的 并 且 是 
关于 1 连续 的 . 

综 上 所 述 ， 对 任意 k=1,2,3,… ，X 中 都 是 定义 合理 且 关 于 1 连续 . 从 而 b) 得 证 . 
c) ”证 明 序列 每 一 项 都 属于 空间 M([0,7],R). 










































































HUE X” e M^ ([0,T], R); Hl gr 





xam Rau e [x “| 在 有 限 




















区 间 [0,7] 有 界 即 可 , 即 存在 某 常数 1> 9， 使得 可 | 人 | |<1, 且 与 kt 的 选择 无 关 ， 接 
下 来 分 两 部 分 予以 证 明 : 首先 得 到 相 邻 两 项 满足 的 不 等 式 关 系 

E lka «a E (x? ?J ls se [OT aded 

然后 再 通过 利用 Gronwall 不 等 式 得 到 常数 !， 有 具体 步 骤 如 下 : 





x? 


t 

















D 证 明 E xf [se «afe (xf) as. te[0,T], k=1,2,3,.- 
其 中 ，C -4(ar +16do;H’T*"")>0, 


C, - 4| E[ x; ]- ar? +2h o?^" 1640; HT" |» 0. 

















利用 基本 不 等 式 (ao+p+c+d) <4(a° «b^ «c^ d^), (4.3.6) 式 可 推 得 


xP sax ea f (sx x" )as 





Jes effet s)df, (s, H) | efr (s.x1?)ag, (s, ny. 
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两 边 取 期 望 得 


Ex 





[sse[xs IBI (s. x1? Jas 





“fae fot (s)a f. (s. H) | 


t 2 
ag | (s.x!") 40, (s27) | 
5 A(A, +A, +4,  A,). (4.3.7) 
接 下 来 ， 先 通过 对 (4.3.70 WAI A,, A, A, DEIT AREH. 
对 4 ， 分 别 利用 Holder 不 等 式 (2.1.2) 式 及 条 件 (4.3.4) 式 ， 有 


Ac E Lust ier e Eels | 
<aT-E|f 1+(X! XU Y as sar «arf E (x! DF las. (4.3.8) 
对 4 ， 分 别 利 用 (4.3.1) 式 和 条 件 (4.3.5) 式 ， 有 


A, = E fe) (s)d B, (s, 2 Jesem e| pete - "a 























« Ao] H? | (rs) ds 260] Ht" «2o; HT". (4.3.9) 
对 和 ， 分 别 利 用 〈4.3.2) 式 、 条 件 (4.3.4) 式 以 及 当 1/3< 五 <1/2，se[0,1] 时 ， 1E 


有 0<(t-s)”" «i «T! re[or], € 








-are nom] 
(as 


«l6do2H^T^!^ 可 f Í +(x f Jas] 


<160H*-E| [ys x» 





t 2 
s lédot ^T" +16a03H°T""| fe [(xt*") Je} (4.3.10) 


综合 以 上 三 项 的 分 析 ，(4.3.7) 式 变 为 : 
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x) 


1 








zl sa «afe [Gt] as relo Th k=1,2,3,-- (431D 
其 中 ， 


Co = 4| E| Xe ]- ar? t 2h/c;T^" +16do;H°T* | >0, C, =4(dT 1640; HT") Sj 











这 样 ， 结 论 fu. 


2) 当 取 定 1= Le%”(1 与 和 1 的 选择 无 关 ，L=C,+CT.E| X; |) 时 ， 则 对 任 


意 的 k=1,2,3,… 及 te[0,7]， aa exi |<t<co. 








该 部 分 首先 通过 将 (43.11) 式 进行 变换 得 到 新 的 不 等 式 ， 然 后 利用 Gronwall 

















2 3 
不 等 式 证 得 对 任意 的 n>k>1， 有 不 等 式 max E [xf ]sze srreloz 成 立 . 这 








样 即 得 ， 对 任意 的 k=1,2,3… 及 te[0,7]， e| |x!" |<<. 





由 于 对 任意 的 k， 都 有 【4.3.11) 式 成 立 ， 则 对 任意 的 n>k>1， 有 








1<k<n 0 Ixkxn 


max E Ix | <C, +C, max E| (xf? ) as 


RA max E| [x^ j E E (xt) +max E| (x!) | 


1<k<n sl I<k<n 


| aC «e fef (x Je mace] (x) [s 


<C, +GT-E| X; «6 ‘max E | (x!) |as, t e[0, T]. 


max E x," 


l<k<n 











0 1<k<n 


^i) max kl xl re ee er ej], Rt 


l<k<n 


h(t) < L+C f h(s)ds ; 





tH Gronwall 不 等 式 (2.1.5) 式 得 





h(t)s Le. 
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max E be" <Le™, te [0,7] f 


1<k<n 


根据 的 任意 性 可 知 ， 当 取 1= Le" ESNERIK BO) ) 时 ， 则 对 任 








it k-123,- Rre[or], sere [Ix 








[sis 结论 2) 得 证 . 





综 上 1) 2) HRA, c) 得 证 . Ha) b) c) 成 立 可 得 ，(i) 成 立 . 接 下 来 证 
明 该 随机 序列 的 依 概 紊 一 致 收敛 性 问题 


(i) 证明 随机 序列 DE Æ L (Q,R) 空间 中 依 概率 一 致 收敛 到 某 个 连续 的 

















随机 过 程 {X,,te[0,71]. 


在 该 部 分 分 两 部 分 予以 证 明 : 首先 ， 通 过 递 推 得 到 以 下 不 等 式 





k-l 


E), -123- 
| (kyr t e[0,T], k =1,2,3, 


E| |x” zy 





-1 


HOH, DQ-3|ar? «2i T?" +16dH°T* |, p, -3(ar +16dH?T"") E| x; |. 








D,=D,+DT，A=2(cT+16co2H?T”%" )， 并 用 数学 归纳 法 给 予 证 明 ， 然 后 ， 证 明 














B LIE LXV" Æ P (,R) 中 依 概 率 一 致 收敛 到 某 个 连续 的 随机 过 程 


{X,,c¢[0,7]} .证 明 过 程 如 下 : 


2 te[0,7], k212,3,--.. 
该 部 分 首先 ， 证 明 相 邻 两 项 满足 的 不 等 式 关 系 
Exi -xP sap zx 
其 中 ， 然后 ， 利 用 归纳 证 明 得 到 命题 a) 成 立 . 接 下 来 为 这 
具体 证 明 过 程 . 








a) ”证 明 E| |x et) 














(&) ye 








[as k =1,2,3,---; 








1) 证 明 E [xe -xt"P [safe [xt = 


H (4.3.6) 式 ， 对 任意 的 te[0,T], 上 =12,3,…， 有 
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X= xy ['u(s x as Po(s)aB (s.H)* [ (sx? ag, (s.2H) 


x - x,« ['u(s.X yan ?Jas« ['o( s)d p, (s, H)^ fr (s x! )aB, (3,24) 
两 式 相 减 并 取 绝 对 值 后 得 


x/ - xs [PT us, x!) u(s x* D) laste [.[7(sx®)- y(s. xt ?)|45. (s. 2H). 
两 端 分 别 平方 ， 并 右 端 利用 基本 不 等 式 (a+b) <2(a? +b?) YR ea Pas TIE GE 


Jess pas a)- u(s. x!) as | 
ax ift) -r(x 


5 2(B, 4 B,). (4.3.14) 
下 面 逐 一 对 (4.3.14) BA PIL B, B, 2] al ET CSA 
Xİ Bo 4 AJ Holder 不 等 式 (2.1.2) sh. AE (4.3.3) 式 ， 有 


B, - E pat (et Lf ier els) xt") 


4s -cT-. fel xe xd 


对 By, ATARI (4.3.2) 式 、 条 件 (4.3.32. 式 ， 以 及 当 1/3< 瑟 <1/2，s e[0,t] 时 ， 









































E |x Lx 

















2 
as| 


ser-£ f] exu) jas (4.3.15) 








fir 0  (r- s)" «i «repo T], 有 
B= erp) xassa] 
X160; H^ E [rs x)-r(sxt)] (t-s) as| 


2 
as | 


"as (4.3.16) 








«l6colH?T^! ^ 可 í REP qu 








-l6colHT'"^ jele =x) 
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综 上 两 项 ，(4.3.14) 式 可 变 为 : 


本 | s ET <A fel 


Ht, A=2(cT +16co;H’T*""). 


x) _ ye) 








"las, pepüsee. uud 





这 样 ， 步 又 1) 得 证 . 下 面 为 步骤 2) 的 证 明 过 程 . 


k-l 
[1.509 te[0,7], & 212,3. 


(k -1)! 
接 下 来 ， 通 过 对 (4.3.17) 递 推 、 归 纳 和 证 明 ， 得 到 命题 2) 成 立 . 
当 k =1 时 ， 根 据 (4.3.6) 可 得 


Jeepen] 


对 上 式 右 端 利 用 基本 不 等 式 (a+b+c) < 3(a? +b’ +c’) 后 ， 有 


d 





= 


a 


t 





2) 证 明 






































x9 - xf esent s, X? as 


f 





dese Lot (s)d B (s. Hy 








ae [fr(s.x)ae, (sam) 


23(1,+1,+1,). (4.3.18) 











下 面 同 样 逐 一 对 〈4.3.18) 式 右 端的 三 项 站 ,万 , 石 分别 进行 放 缩 化 简 . 
对 IT， 根据 (43.80 式 ， 可 得 


65- 可 
0 


XL, WH (4.3.9) 式 ， 可 得 





dear «arp E (x9) Jas. 


u(s. XO jd 











L- E fe) s)d A (s.H J (ezoin. 


XJ, Ws (4.3.10) xt, A 





L= E pr(sxt*)ag (sa) «16do2H/T" +16do23H?T fie] (x?) as 
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综 上 三 项 的 处 理 ，(4.3.18) 式 变 为 : 
gx -x | 


3[ ar? + 2/0] HT” «16402 H?T*" |+3(dT «16402 HT") E [xs |as 








j 


< 
=3| dT? +2h°o? HT^" «1640; H^T"" |+3(dT «16402 H^T^"^ )t-E||X, 
< 











3| ar? «28 o; HT^" +16do? HT |+3T (ar +16do;H°T*"") E} |X} 
Sp. 
接 下 来 ， 用 数学 归纳 法 证 明 以 下 递 推 关 系 式 成 立 








k-1 
JA , te[0,7], k2123,^ — (4319) 








Q 当 k=1 时 ， esi E Ix -x0 <D, TUL, k=1I (4.3.19) REX. 





xo = xe 


t 





@ 假设 当 k=n(n>1) 时 ， 有 “(4.3.19) 式 成 立 ， 即 
n-l 
Jeu , te[o.T]. (4.3.20) 


E 
| (n-1)! 
则 当天 =7+1 时 ， 分 别 利用 (4.3.17) sh. (4.3.20) 式 ， 可 得 


a af D, (as) _ D, (At)" 
«7? (n-1)! nl 














E fe =x) 








i < Alle} x" Sx 


Bl, "4k nell, (4.3.19) 式 成 立 . 

综 上 G@G@ 可 得 ， 对 所 有 的 大 =12,3,… (4.3.19) 式 都 恒 成 立 ， 即 结论 2) 得 证 . 由 
结论 1) 2) 均 成 立 ， 所 以 结论 a) 得 证 . 下 证 结论 b) . 
b) 证 明 随机 序列 {X 中 } 在 忆 (Q, 民 ) 空间 中 ， 依 概率 一 致 收敛 到 某 个 连续 的 随机 过 









































f2{X,,r¢[0,7]}. 
对 (4.3.19) 式 两 端 分 别 取 上 确 界 后 ， 有 
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k-1 
E| sup xp-xe | PHA spes (4.3.21) 
ders? (k -1)! 


根据 Chebyshev's 不 等 式 (2.1.4) sR (4.3.21) 式 ， 得 














Ps XO x. zl < 2* E| sup xo -xf | 
OxtxT ' ' 2 O<tsT í i 
E 2* D, (AT) s 4D, (447) 
|  (k-)! (ED! 
4AT) | 
ED 是 收敛 的 ， 故 由 比较 判别 








ameman, ERAS PUT 








法 可 得 函数 项 级 数 















































DP sup xe Dei > x < oo 
k=l O<t<T 2 
FH Borel-Cantelli's 3| Z8 (2.1.1) 3X8 
P sup xyz a io =0 
O<t<T 2 
从 而 ， 对 几乎 所 有 的 we OQ, ARERR IEA k =k, (o), EEA K> kti, A 
(). yey]! 
sup|X =X, |<. 
O<t<T 2 








FTE S -r EKAN, 故 由 此 可 见 ， 函数 项 级 数 X Y Gr - xt") i 


i=l 








BAY AMX) + > (x? -XI =X0 在 [07] 上 ， 对 几乎 所 有 的 wsQ ， 是 依 概率 一 致 


i-l 





WSK, indo X, = X (@w]) .又 因为 对 每 一 个 上 而 已 ，X 人 对 几乎 所 有 的 
oc Q 是 关于 1 连续 的 . 因此 , 极限 X, 对 几乎 所 有 的 we Q 也 是 关于 1 连续 的 , 也 就 是 

















+00 


WLEDERUBUT I [x 9] dk P (QR) 空间 中 ,是 依 概 率 一 致 收 剑 到 某 个 连续 的 随机 

















W#E{X,,r¢[0,7]}}. 于 是 ， 结 论 Gi) 得 证 . 














( 道 ) 证 明 随机 序列 (xp 在 D (Q,R) 室 间 中 几乎 处 处 依 范 数 一 致 收 伍 到 连续 
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随机 过 程 {X,,t e[0,7]). 
在 空间 忆 (Q,R) 中 ， 对 任意 的 re[0,7]， 当 m>n>0 时 ,分别 利用 范 数 三 角 不 等 












































w (2.13) ay GIIA E 
x xol = x yf < No yO x 67m 
enn n e E po 
ES fal x) EE Y D, (At) p Y D,(AT)" z 
i EE M — M UE 

上 
sy) ays E yel D(AT) P ua 
k=1 Taje 





2 | D (AT)? P m 
BI TEN | »0, k—oolhf. 
,一 致 收敛 于 0 由 Cauchy 一 致 收敛 准则 可 知 ， 











从 而 , 对 所 有 的 re[07] ,|X - x? 
R) 中 是 依 范 数 一 致 收敛 的 . AA LX) 对 所 有 的 ze[0.7] 是 依 概 率 
































ZH 





(xO r (o, 
一 致 收敛 到 连续 的 随机 过 程 {X,,te[0,7]， 依据 随机 收敛 性 的 关系 , BA [x P 的 子 
结论 Gu 得 证 . 





列 儿 乎 处 处 依 范 数 一 致 收敛 到 连续 的 随机 过 程 {X,,te[0,T .从 而 ， 
(iv ) 证 明 连 续 随机 过 程 {X,,re[0,7]} 是 满足 初 值 为 Xi =Z(w) 的 分 数 随机 微分 


方程 (4.1.4 ) 的 强 解 ， 也 就 是 X 满足 积分 方程 (4.2.1) . 
中 每 一 个 积分 都 是 均 方 收敛 到 方程 
Hk—o, M) (4.3.6) 收敛 到 方程 





该 部 分 分 两 步 证 明 : 首先 ， 证 明 (4.3.0 IÑ 
然后 ， 再 令 (4.3.6) X 











(4.2.1) 中 相应 的 积分 ; 





(4.2.1) . 证 明 过 程 如 下 : 
a) ”证 明 以 下 积分 收敛 . 

[,u(s. x9 us —H E u(s, X, ys : (4.3.22) 

(4.3.23) 


[,r(s.x9)ag,(s.28)—892 | 7(s,X,) dB, (s.2H). 
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在 证 明 过 程 〈 诞 ) 中 ， 已 经 寻找 到 了 X ， 使 得 可 











根据 (4.3.15〉 式 的 推导 过 程 ， 可 以 容易 得 到 
E (s x as fas 
EcT- f E| |x” 


ARG (4.3.16) 式 的 推导 过 程 ， 同 样 可 以 得 到 





-xf Jas 20 (k>). 
l 


< leco} ri e [Itn z xf as 20 (k>). 














e| pris usar) [rre a 20) 











IX, (4.3.22) (4.3.23) 两 式 均 成 立 . 从 而 ，a) 得 证 . 
b) 证 明 X, 满 足 积分 方程 (4.2.1) . 

根据 a)， 在 方程 (4.3.6) 式 两 边 令 上 一 oo ， 即 得 积分 方程 〈4.2.1) . 
这 样 ， 综 上 a) b) HRZ, Gv) 得 证 . PZ Cv) 的 证 明 . 

(v) WRX, 为 满足 方程 (41.4) 且 具 有 初 值 为 Xi =Z(w) 的 强 解 ， 则 有 














X, e M? ([0,7], R), f E Ix f arem. 





为 证 Xe M?([0,7],R)， 则 只 需 证 ||X, 站 | 在 有 限 区 间 [0,T] 有 界 即 可 ， 即 存在 














常数 1， 使 得 X, 满 足 如 下 不 等 式 即 可 ， 





E||x,[ |<i<%. 
JOH, =le, LC, «GT-E|X; |> 


C, -4| E| x; ] «ar? +2h oT *l6do2H^T'" | >0, C, =4(dT +16do}H°T*"') TA 





在 步骤 G) PEAH TERY k=1,2,3,- Kte[oT] WA FOX 


Ex f aieo. (4.3.24) 
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在 步骤 Gv) eu [xt 9] 几乎 处 处 一 致 收敛 到 X . 所 以 ， 在 不 等 式 (4.3.24) 式 两 端 








令 k 下 ww， 即 可 得 到 E[|X,| |<1<w. Mii, Go 得 证 . 





综合 以 上 (i) - G0 五 个 步骤 ， 最 终 可 得 命题 〈I) 成 立 ， 即 方程 〈4.1.4) 存在 
连续 强 解 X HX, e M" ([o,T], R). 

下 面 给 出 强 解 的 唯一 性 证 明 . 
(D 唯一 性 
强 解 的 唯一 性 即 指 轨 道 唯一 性 . 所 以 接 下 来 利用 Gronwall 不 等 式 给 出 轨道 唯一 
性 证 明 . 

假设 现 有 两 个 随机 过 程 X,Y e M^ ([0,7], 民 ) 为 满足 方程 的 解 ， 即 


























X,=X, +] u(s,X,)ds+[ o(t)dB,(s,H) +) 7(s,X,)dB,(s,2H), X,=Z(a); 


Y, =¥,+f (sy sth o(t)dB,(s,H)+[ 7(s.¥,)dB,(s,2H) , %=Z(o). 


两 式 相 减 ， 并 取 绝 对 值 后 可 得 











x, -x| sp, x pe Das) n) s 





eer X) GX)WA (5.27) (4.3.25) 




















对 (4.325) 式 右 端 利用 基本 不 等 式 (a+b+c) <3(a?+b?+c )， 然 后 两 端 取 期 望 得 
2 2 $ z 

E||x, -f |<3E{|x. -x ese uoa) Gr) | 

| 
23(J,+J,+J,). (4.3.26) 


X J,. RH. (4.3.15) 的 方法 ， 易 得 


J, = | Lus) 





38 Drs) v G0 (s.2H) 

















deer fn .-Y, ? Jas. 
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XJ, FH (4.3.16) 的 方法 ， 同 样 可 得 











J,= E{|f(.x,)-r(o.¥ Y 228) «16co; HT" PE] =Y; *|as. 
oe Al f: 
E| |x, -rf |<35||x, -xf |+3[er +16co3H "rel x, -xf fs. 








4u(r)- E||X, -£f |os:«T; B=3[cT «16co2H^r***]; F =3E||x, -3f |. 





则 有 u(t) < F+B| u(s)ds 








由 Gronwall 不 等 式 (2.1.5) 式 ， 得 
u(t)< Fe". 


根据 假设 X= 鸟 =Z(w)， 故 FF=0. 从 而 ， 对 几乎 所 有 的 ze[07]， 有 


ie 
由 此 说 明 ，X, 与 是 无 差别 的 ， Rl P[X, =Y, vre[or]] 2-1. 轨道 唯 一 ， 即 (ID 
唯一 性 得 证 . 
综合 OD OD 即 得 : “4 Hurst 指数 矿 e(1/3,1/2) 时 ， 基 于 分 数 阶 Maruyama 表示 


的 分 数 随机 微分 方程 强 解 的 存在 唯一 性 定理 得 证 . 证 毕 口 
本 定理 的 意义 在 于 ， 对 于 满足 条 件 的 FSDE， 确 保 其 强 解 的 存在 唯一 性 . 


































































































44 分 数 随机 微分 方程 解 的 误差 估计 














为 了 描述 以 上 构造 的 近似 解 〈 随 机 序列 ) 与 真实 解 之 间 的 精确 程度 如 何 ， 接 下 
来 给 出 解 的 误差 估计 . 
定理 4.4.1 {x} 为 定理 4.3.2 中 定义 的 逼近 随机 序列 ， 即 方程 (4.1.4 ) 的 近似 解 ; 
































X, 为 其 一 致 收敛 极限 ， 即 方程 (4.1.4 ) 的 真实 解 ， 则 近似 解 X 人 与 真实 解 X 满足 如 
下 不 等 式 : 
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i 2D, (Ar): E 


X uy 
k! 


t t 








d 














































































































证 明 与 (4.3.17) 式 的 推导 过 程 相 仿 ， 可 以 得 到 : 对 任意 的 zs[0,7]， 有 
可 | -x | < aye] |x aK "Jas 
2 
k=1,2,3,.…. 
根据 范 数 三 角 不 等 式 (2.1.3) 式 以 及 基本 不 等 式 (a+b) <2(a? 46°), 
‘Ny xx Pape all (loc x w) ; 
Af |x -x [e - f(x - x] «|x?-x.[) |as 
szaf xt? xP ext x, ; [ds 
0 ` 2 
又 由 (4.3.19) 式 得 
k-1 
|xe"-xe -可 ze = i] DA) 
t 2 ri t (k -1)! 
4e()- E[[x^ xf He <t<T. WE 
| D, (As)! 2D, CAD 2 8 
p(t)<2A | (k=1) ofe- 24| (s)ds 
FH Gronwall 不 等 式 (2.1.5) 式 可 得 
yee (Ar) e“, 证 毕 口 


4.5 本 章 小 结 

















其 解 的 存在 与 耕 . 在 关于 分 数 随机 微 











研究 随机 微分 方程 的 首要 问题 就 是 要 明确 寺 








分 方程 解 的 存在 唯一 性 的 研究 中 ， 对 于 当 Hurst 指数 1/2 < 五 <1 时 的 情形 ， 已 有 很 多 
LE 论 研究 成 果 . 





























学 者 给 出 了 证 明 ， 但 当 Hurst 指数 0< 五 <1/2 时 ， 却 相对 有 较 少 的 型 
然后 定义 了 Hurst 








本 章 首先 对 基于 分 数 阶 Maruyama 表示 的 FSDE 作 以 简单 介绍 
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fa H e(13,12) 时 ， 基 于 分 数 阶 Maruyama 表示 的 ， 且 初 值 条 件 为 Xu =Z(w) 的 分 


数 随机 微分 方程 : 





dX, = u(t, X,)dt - o (t)d B (t, H)*- y (t, X, )a B, (t,2H).. telo] 

















的 解 的 有 关 基本 概念 ， 之 后 在 通常 的 一 致 Lipschitz 条 件 和 线性 增长 条 件 下 ， 通 过 使 














用 Picard 逐步 逼近 的 方法 


关于 方程 构造 的 近似 解 与 





给 出 了 该 方程 解 的 存在 唯 
真实 解 的 误差 估计 . 
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及 其 证 明 ， 最 后 讨论 了 
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51 全 文 总 结 


本 文 首先 对 一 类 特殊 Hurst 指数 的 分 数 随机 微分 方程 以 及 分 数 型 It6 公式 进行 了 
改进 与 推广 ， 然 后 分 别 推导 出 了 Hurst AH € (1/3,1/2) IH. e(1/n,1/(n-1)) 8 2 
线性 随机 微分 方程 的 一 般 解 ， 最 后 利用 Picard 逐步 逼近 的 方法 以 及 分 数 阶 导 数 和 积 
分 的 理论 证 明了 在 通常 的 一 臻 Lipschitz 条 件 、 线 性 增长 条 件 以 及 有 界 条 件 下 ，Hurst 
指数 及 e(1/3,1/2) 时 ， 基 于 分 数 阶 Maruyama 表示 的 分 数 随机 微分 方程 在 通常 的 一 至 
Lipschitz 条 件 、 线 性 增长 条 件 以 及 有 界 条 件 下 ， 解 的 存在 唯一 性 定理 以 及 逼近 解 与 
真实 解 的 估计 . 
相 比 于 前 人 工作 ， 本 文 的 研究 有 具有 以 下 创新 点 : 
1. 本 文 根 据 属于 不 同 区 间 (1/n,1/(n 一 1)) 的 Hurst 指数 万 ,改进 和 推广 了 分 数 随 
机 微分 方程 的 形式 以 及 分 数 型 It6 公式 ， 拓 宽 了 分 数 随机 微分 方程 的 研究 领 
域 . 

2. 关于 分 数 线性 随机 微分 方程 的 一 般 解 ， 前 人 往往 处 理 的 是 针对 于 Hurst 指数 
1/2< 厂 <1 时 的 情形 ， 但 至 于 Hurst 指数 0< 厂 <1/2 时 的 情形 却 很 少见 ,本 
文 给 出 了 Hurst 指数 有 He (1/n,1/(n--1)) 时 ， 更 为 一 般 化 的 分 数 线性 随机 微分 
方程 的 一 般 解 ， 并 对 其 特殊 方程 的 解 也 进行 了 讨论 . 

3. 当 Hurst 指数 0< 厂 <1/2 时 ,关于 FSDE 解 的 存在 唯一 性 的 理论 成 果 相 对 较 
少 . 本 文 使 用 利用 Picard 逐步 逼近 和 分 数 阶 导数 和 积分 的 理论 理论 给 出 了 
Hurst 指数 瓦 s(V3,V2) 时， 分 数 随机 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 定理 . 






















































































































































































5.2 课题 展望 





由 于 时 间 紧 迫 以 及 本 人 能 力 有 限 ， 想 不 能 一 一 对 该 课题 做 更 深层 次 的 研究 ， 但 
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是 可 以 对 该 课题 做 以 下 展望 ， 希 望 能 对 此 感 兴趣 的 人 士 予 以 帮助 . 
1、 本 文 主要 研究 的 是 如 下 形式 的 分 数 随机 微分 方程 : 
dX, - u(t, X,)dt - o (t)dB, (tH) y (t, X, )aB, (2H) 
解 的 存在 唯一 性 ， 接 下 来 可 以 继续 研究 更 为 一 般 化 的 分 数 随机 微分 方程 
dX, - u(t, X,)dt * o (t, X) )d B, (t, H)- y (X, )aB, (2H) 


解 的 存在 唯一 性 . 
2、 本 文 证 明了 Hurst TECH e (1/3,1/2) 时， 分 数 随机 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 




















， 接 下 来 可 以 尝试 证 明王 <s(Jma;,V(a-1D) 时 ， 分 数 随机 微分 方程 解 的 存 

















H 
在 唯一 性 定理 . 
3、 对 于 一 般 的 分 数 随 机 微分 方程 而 言 ， 即使 它 满足 了 解 的 存在 唯一 性 定理 , 但 
往往 也 很 难 能 找到 它 的 解析 解 . 这 样 , 不 妨 可 以 尝试 着 运用 数值 算法 (Euler、 


Runge-Kutta 等 ) 求 其 数值 解 . 
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致 谢 


光阴 似 第 ， 岁 月 如 梭 . 转眼 间 ， 随 着 毕业 论文 即将 告 于 段落 ， 将 近 二 十 年 的 求学 
生涯 也 将 划 以 句号 . 在 这 即将 走出 校园 、 踏 入 社会 的 毕业 之 际 ， 思 绪 万 千 ， 心 情 难 以 
平静 ， 瑟 不 了 学 校 里 的 点 点 滴 滴 . 求学 期 间 ， 我 不 仪 学 到 了 浩瀚 的 理论 知识 ， 丰 富 了 
自己 的 头脑 ， 而 且 还 结识 了 很 多 老师 和 同学 ， 得 到 了 许多 的 关怀 和 帮助 ， 收 获 了 至 
珍 至 宝 的 友 诊 ， 现 在 要 向 他 们 表达 我 最 诚挚 的 谢意 . 

首先 , 我 要 衷心 感谢 我 的 导师 梅 正 阳 副 教授 . 由 于 时 间 及 本 人 研究 能 力 的 水 平 的 
限制 ， 在 撰写 论文 的 整个 过 程 中 ， 梅 老师 在 百 忙 之 中 定期 给 我 们 上 讨论 班 ， 共 同 探 
讨论 文中 遇 到 的 问题 ， 多 次 对 我 提出 具有 指导 性 和 方向 性 的 意见 ， 直 到 完成 论文 的 
终 稿 . 感谢 梅 老师 ， 谢 谢 他 对 我 的 悉心 指导 ， 宽 容 与 体谅 . 梅 老师 无 私 的 呵护 和 严谨 
治学 的 作风 ， 将 永远 激励 我 “ 百 斥 竿 头 ， 更 进一步 尽 

其 次 ， 感 谢 杨 明 老 师 、 蹇 明 老 师 ， 是 他 们 拓宽 了 我 的 专业 知识 ， 为 论文 的 书写 
PAGE dh. 感谢 在 平时 的 讨论 班 以 及 撰写 论文 的 过 程 中 与 我 共同 探讨 论文 , 并 不 断 给 
予 指点 的 王丽丽 同学 ， 感 谢 曾 经 给 予 我 鼓励 和 帮助 的 陈 爱 香 、 张 春晓 、 艾 灵 志 等 同 
学 . 正 是 由 于 他 们 的 支持 和 帮助 ， 我 才 克 服 种 种 困难 ， 顺 利 完成 论文 . 

再 次 ， 感 谢 我 的 父母 ， 是 他 们 多 年 的 辛勤 付出 和 精心 培育 才 有 了 今天 的 我 ， 我 
将 永远 牢记 于 心 ， 

最 后 ， 青 次 怀念 论文 撰写 期 间 付 出 的 日 日 夜 夜 和 六 勤 付出 ， 这 是 对 我 人 生 的 磨 
练 ， 也 是 我 在 读 研 期 间 感到 最 为 深刻 、 充 实 的 一 段 记忆 ! 
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